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Einleituiig. 



Sind X,, X^, X,, X^ die homogenen Tetraederboordinaten 
eines Punktes im dreidimensionalen Raum, so Hegt dieser Punkt 
auf einer bestimmten Fläche, wenn wir seine Koordinaten in 
folgender Weise von 3 homogenen, also 2 wesentlichen Para- 
metern abhängen lassen: 

3 3 

oXj = /", ix) = S'S" üiH Xi x„ = n J ') 
. 1 1 

aX,= f^(x) = S S Äi. xix. = bi 

o X, = /j (a;) = S S C(„ Xi x. = el 

o X^ = /j (a;) = S S ä,K Xi x^ = dj. 

Dabei bedeutet o als Proportionalitätsfaktor eine beliebige 
Zahl ; femer wählen wir die fi (x) so, dass sie linear unab- 
hängig sind, d. h. dass es keine Relation gibt: 

",/,(«) + -,r,W + -JA') + -JA') - 

fÖT jeden Wert «,, x^, x^. Da die ft je von 5 wesentlichen 
Parametern abhängen, ist es ja stets möglich, die f( in der 
angegebenen Weise zu wählen. 

Wie Weierstrass gezeigt hat,*) ist durch die Formeln (1) 
stets eine „Steiner'sche Fläche' — von Steiner selbst ,Römer- 
fläche' genannt — gegeben, eine Fläche 4. Ordnung, deren 



') Wir verwenden in dieser Arbeit die von C leb seh und Gordan 
eingefShite symbolische Schreibart algebraischer Formen; äquivalente 
Symbole in mehreren Reihen werden durch dieselben Buchstaben mit 
Strichen geschrieben. 

') a. Steiner's Ges. Werke II. Bd. Anhang. Äeltere Litteratur bei 
Sturm, Mathem. Ann. ßd. 3. 

1 
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wesentliches Merkmal das ist, dass der Schnitt einer Tan- 
gentialebene aus 2 Kegelschnitten besteht. 

Wir werden im folgenden versuchen, aus der in (1) ge- 
gebenen Definition der Fläche die Eigenschaften derselben ab- 
zuleiten; dabei werden wir die Formeln (l) zusammenfassen 
in eine einzige, und zwar so: wenn wir festsetzen, dass erst 
1 Symbol A mit 2 Symbolen a reale Bedeutung hat, kdnnen 
wir an Stelle der 4 Formen fi{x) die 4 Formen Ajal treten 
lassen, und (1) ist dann in der Aussage enthalten, dass 

Üao; = (2) 

die Gleichung eines Punktes der betrachteten Fläche ist; dabei 
sind die Vi die zu den X« kontragredienten Ebenenkoordinaten. 
Unsere Aufgabe können wir jetzt formulieren als das Studium 
der quatemär-ternären Form (2) und der durch sie gegebenen 
räumlichen Verhältnisse, Dass die algebraische Seite der Auf- 
gabe hier mehr in den Vordergrund gestellt wurde, als sonst 
üblich, ist daraus zu erklären, dass die wichtigeren Eigenschaften 
der Steiner'schen Fläche ja längst bekannt sind, während 
Untersuchungen über Foi-men mit Variablen verschieden-dimen- 
sionaler Gebiete bisher wenig gemacht wurden, insbesonders, 
soviel bekannt, keine über quartern är-ternäre Formen.') So 
kommt es, dass zuweilen die algebraische Form als das pri- 
märe und ihre geometrische Deutung als das sekundäre auftritt. 

Die Anregung zur Arbeit empfing ich von Herrn Uni- 
versitäts-Professor Dr. F. Lindemann, dem ich hiefUr, wie 
für vielfache wohlwollende Unterstützung bei der Ausführung 
zu hohem Dank yerpflichtet bin. 

■) Formen mit Yariabeln verBchiedener Gebiete verveitdeit insbe- 
Bondere Study, Hab.-Schrift, femer Sitzungsbericht der aächB. Äkad. 
1886, dann G r o a s , Ine,u<>.-Die9. (Kombinaten binärer Formensjeteme etc.), 
Stroh, a. bes. Progr. der Ludwigs -Realschule München 1894. Im weient- 
lichen verfolgt unsere Arbeit dieselbe Tendenz wie etwa folgende Unter- 
Buchungen Über rationale Kurven: Rosenow, ebene C'g mit Doppelp., 
Inaug.-Diss., 1873; Armenante, Rationale ßaumkurve 4. 0., Battagl. 
Giornale 11. 12. 
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I. Teil. 



Um auf analytischem Wege die Eigenschaften der durch 
(2) definierten Fläche zu ergründen, bieten sich zunächst zwei 
Möglichkeiten dar. Indem wir verlangen, dass verschiedene 
Punkte X, y, e, i . . . der Fläche eine — in projektivem Sinne — 
ausgezeichnete Lage zu einander haben, werden wir dies durch 
Gleichungen ausdrücken, die nur temäre Variable enthalten, 
also zu Kurven auf der Fläche führen. Betrachten wir aber 
in (2) die quaternären Yariabeln JJ als fest, und verlangen, 
dass der Schnitt der Fläche mit der Ebene U eine bestimmte 
Eigenschaft hat, so werden wir Gleichungen für die Vi, i. h. 
räumliche Gebilde in kovariantem Zusammenhang mit der 
Steiner'schen Fläche — abgekürzt mit S — erhalten. Wir 
betreten zunächst den ersteren Weg. 

Haben wir 2 Punkte x, y von S, so bestimmen dieselben 
eine Gerade, ihre Verbindungslinie; ihre Gleichung finden wir 
durch Elimination der Ut aus 

üial = (i; Pja; = 0; C?i = 0, D"f = 

{AÄXY^aia-," = 0, (3) 

wobei Aa, A'ä äquivalente Symbole sind, X^, Yi Koordinaten 
von Raumpunkten. 

Es ist nun wichtig, alle ähnlichen Formen mit mehreren 
temären Variablen, wie sie im folgenden sehr häufig noch 
auftreten werden, durch Polaren von Formen mit einer Varia- 
bein oder mit je einer der kontragredienten Variabein x, u 
darzustellen, eine Operation, die man als , Reihenentwicklung" 
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zu bezeichnen pflegt, und weiche die Herstellung eines ,redu- 
cierten äquivalenten Systems von Formen' zur Voraussetzung 
hat.') Wir bemerken gleich jetzt, dass alle Formen wie (3) 
auf .Kombinanten**) der ursprünglich vorliegenden 4 quadrati- 
schen Formen /l ^ A «ä führen, d. h. auf ßovarianten der /<, 
die sich nur um numerische Faktoren Indern, wenn man die 
ft durch lineare Kombinationen derselben ersetzt. So sind 
z. B. die Koordinaten der Geraden (3) 

_|/',w/;(«)| 

'''•~\fMf,fy)\'''''''' 

Ersetzt mau /", durch Xf^ + /*/",, so gibt die Determinante 

nach bekannten Determinantensätzen wieder /x ■ j>,,. 

Die Form (3) nun lässt sich unmittelbar als Polare dar- 
stellen : 

{AA'XT) al a;« = | J, J(^ ^' X Y) a, «; (a a' xy)\. (4) 
Dabei bezeichnet Js^fdie Polarenoperation: 

Man sieht; ist j/ ein zu x benachbarter Funkt, 2-)- dx, 
so stellt 

(AÄ'XY)a^a;:{aa-^x) = (5) 

die Verbindungslinie von x und x + äx, die Tangente 
in X, in der Richtung nach x -{- dx vor. Die Form (5) de- 
finiert so die durch ü* a^ ^ als Punktgebilde gegebene iS als 
Tangentengebilde; die Theorie der Form {ÄA' X r)a«ai(aa'M) 
ist daher ein Teil unserer Aufgabe. 

') Vergl. GlebBck-LindemaDii, I, 7. Abteilung. 

*) B. iuBbea. Gordan im 5, Hand der Mathem. Annalen, aowie in 
uneerm speziellen Fall Bosanes, Matbem. Annalen Bd. 6, .Ueber Sy- 
steme von Kegelachnitten' . 



^..f'ii;l>, + a:_!', + iir_y.- 
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3 Punkte, x, y, b, liefern uns eine Ebene, die sie verbindet, 
und die Gleichung hat: 

{A Ä' A" X) ai »;■ «: ' = 0. (6) 

Hier ist die Reihenentwicklung nicht ganz so einfach 
wie vorhin. 

Es zeigt sich (s. „Rosanes" S. 278 f.), dass das «reducierte 
äquivalente System' aus 2 Formen besteht: 

Mx ml = (A A' A" X) «^ ai a^ (a a' a") ; 

Nx ul = (A A' A" X) (ffl a' u) {a a" m) (a' a" u) ^^^ 

Aus Polaren dieser 2 Formen Mxmi, Ngui setzt sich 
dann (6) in folgender Weise zusammen: 

6 (A A' A" X) al a'y' a^' 
= (A A- A" X) {al a-g' al') (8) 

= 4 (xye) Mx m, m^ »», — 2 Nx {xyv){yzv) {sxv). 

Wir können auch hier wieder die Bemerkung anfügen, 
dass die Formen Mxfii%, Niu! S als Klassenääche definieren, 
indem z. B. Mx nij = die Gleichung der Tangentialebene im 
Punkte X von S ist. 

Eine Relation, in der gar keine quatemären Variabeln 
vorkommen, erhalten wir endlich, wenn wir die Bedingung 
aulstellen, dass die 4 Punkte x, y, e, t in einer Ebene liegen, 
eine Bedingung, die ersichtlich gegeben ist durch 

{A A' A" A'") aj a'g' a'.' ai"' = 0. (9) 

(9) ist die eigentliche .Fundamentalkombinante" (nach 
Gordan) der 4 Formen A^a^, während (3) und (6) als er- 
weiterte Fundamentalkombinanten (Stroh, Brill) bezeichnet 
werden. 

Aus (8) folgt: 

6 (A A' A" A'") al a;* a',' ai"' 
= A{xyz)Mimtmym,til — 2Nx{yxy){yye){yzx)al. 
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Nun ist: 
Mi mia^ = (Ä Ä' A"A"') a^ a'xax a'x'iaa'a") 

= \{ÄA'A"A"')aiaialatl(aa'a")at—(a'a"a"')ax 

-\- (a"a"'a)a'x — (a"'aa')al^ 
= 0, 
da nach der bekannten Identität der Ausdruck in der eckigen 
Klammer identisch Null ist. 
Genau so zeigt man, dass 

also auch, indem man die 2 Identitäten nach p polaiisiert:*) 
3 M^mi mgOx -{-2 Jlfjntä a» a^ =:0, oder: M^m^ m, «i ^0, 
3 Mi mi mg «„ a„ 4* M^ m} ag^E^O; 
aus: 

Mi mi m, «i ^ folgt ebenso : 
2 Ma ?»a ml ai -{-2 Ma »»i m, a, o j ^ ; 
also: 

Ma miai = — 3 Ma mi mfa„ag= 4-3 Mx ntg mj ai 
2 Ma ml a^ =s Ma mi aj — 2 Ma «s^ »Bj a« o, + -^i *"» ^i öä 
^ Mi w, (m, «, — mg Ol)* = Jf^ nie (tn a x y)' 
Jlfij»JOy= ^ Jtfi »»„(»« aary)*, (]0) 

Infolge dieser Reduktion lässt sich nun die Form (9) direkt 
durch Polaren darstellen: 

^ (A A! A" A'") (oj a'g' a',* ai'") 

= 4 (xys) -iA^gJ^.-MAmial ~-2-i A„ J„„ Na m,' a/ 

(dabei ist tn = (i/g)r, Vi = (sxy, Wt = {xy)i gesetzt) 

^k{{xy„). A,gA,..MAm.{maxt)*- d„A^„NA«lai). (11) 

') B. dieae Bechaung auch bei Clebsch, Cielle'g Journal Bd. 70, 
S. 175 ff. 
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_ 7 — 

Auf der rechten Seite von (11) treten die 2 Formen auf: 
Mi, »Sa (toom)*, "Ni, mJ «'. 

Dieselben lassen sieh aber auf ein und dieselbe Form 
redueieren, wie im folgenden durch direkte Rechnung gezeigt 
werden soll. 

Nach Definition ist (Glchg. 7): 

Ml ml a\ = {A A' A" A"') (a a' a") a« «i a'i a'g*. 

Durch Anwendung des „fl-Processes": 

q(x,9)f 

auf die vorstehende Form findet man: 

ZMitnlagimau) = {Ä A' A" A'") (a a' a") a'g 

{{a a'" «) a'x a'x + {a' a'" m) a, a'x -\- {a" a'" «) a^ oi} 

6 -Mj m, {mau)* =2{AÄ' A" A"^ (a a' a") 

{(a'a"'u)ia"a"'u)at-\-(a"a"'u)(aa"'u)a^-i- (aa"'u)(a'a"'u)a^). 

Multipliciert man beiderseits mit Ux und schreibt statt 
(aa'a") •««: 

(a a' u) a't + (a' a" m) a, -|- (o" o m) ai , 
so kommt: 

3 «^ ■ Ml nix (»» o «)* 
= {ÄA'A"A"') {(a'a"u)ag-j- (o"OM)oä+ (ao'«)ai} 

■ {{a' a'" u) (a" a"' «) a« 4" (a"fl"' «) (o a'"«) ai 
4- (« a'" u) (o' «'" m) öi} 
= (jIjI' J."j4"') {(«'«"m) (a'a'"«) (a"a"'u) ai 

-^axax(a"a"'u)[{a'a"u){aa"'u)-\-{a"au)(a'a"'ü)'l 

+ ....). 

Das Glied mit a, o^ ist ersichtlich ^ 0, weil beim Ver- 
tauschen der äquivalenten Symbole a", a"' das Zeichen wech- 
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selnd; dagegen sind die Glieder mit aj, a.', rx.' gleich, und 
bleiben allein übrig, während die Übrigen wegfallen. Also: 
Zu^-Msm,(mau)* = S(_AA'Ä"A"'){a'a"'u){a"a"'u)(_a'a"tt)ai 

= — 3{ÄÄ'A"A"')(aa"u)(a'a"u)(aa'u)a;^'' 

= -3JVj<o,' (7) 

wo also: 

Jtfi wtj (m ß m)* ^ M^ rx. (12) 

Die Gleichung (11) geht mit Benützung von (12) Über in: 

5 (A A' A-'A"^ (al a^' a',' ai"') 

= {xys) A,^ A,. [{q X tf r,] + J., J.„ [«, ■ «Jn]. *^^^ 

§ 2. 

Die analytische Bedingung dafOr, dass 4 Punkte x, y, b, t 
von S auf einer Ebene liegen, führte in § 1 zu Gleichung (13), 
in der nur Polaren der einzigen Form «^ r^ auftreten, die in 
(12) durch Symbole A,a definiert ist. Nach dem öordan'- 
schen Satz aber Kombinanten ergibt sich also, dass alle Kom- 
binanten der i Formen fi in (1) Kovarianten allein von ulr^ 
sein mfissen. 

Diese Form ist nicht die allgemeinste ihrer Art, d. h. der 
Konnexform (1, 2). Unmittelbar aus (12) erkennt man, dass 

«e »"e = 0, 
d.h. dass WgTx , Normalform" ist. Allein es wäre mUhsam, 
aus (12) nun abzuleiten, durch welche Relationen zwischen 
den Koeffizienten (r, q) unsere spezielle Form gekennzeichnet 
ist. Die Apolaritätstheorie der Kegelschnitte enthebt uns aber 
dieser Schwierigkeit. 

Wir machen dabei in diesem Paragraphen von der Deutung 
unserer temären Formen in einer Ebene E Gebrauch, 

Die 4 Formen fi stellen. Null gesetzt, in .^ 4 Kegel- 
schnitte dar; x,f, + H^fJ-\'X^f^~\->^^f^=■(i gibt dann bei 
variierenden Xi ein dreifach unendliches System Kit) von 
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Eegelschnitten. Kach der genannten Theorie gibt es nun ein 
einfach unendliches System £^" von Elassenkurven 2. Grades, 
X,u^ + X^u^^O, das zu £"(3) , konjugiert" ist, so dass also 
jedes Individuum von K(s),ai, die Bedingungen erMlt: 

a^ = 0, o| = 0. (14) 

Da jede Relation der Art (14) die allgemeinste lineare 
Qleichung zwischen den 6 homogenen KoefEzienten einer Kegel- 
schnittform darstellt, so bedarf obiger Satz wohl keines weiteren 
Beweises, weil direkt aus den bekannten Sätzen über lineare 
Gleichungen folgend. 

üeber die Kombinanten der konjugierten Systeme gilt nun 
der wicht^e Satz, dass die linearen Kombinanten des einen 
Systems linearen Kombinanten des andern gleich sind.') Nach 
dem Gor dan 'sehen Kombinantensatz bat das System .ff"* bloss 
eine lineare Kombinante: 

«^ Ms(j) ■&x). (15) 

Diese muss proportional sein einer linearen Kombinanfce 
ron K(s)', aber nach § 1 reducieren sieb alle linearen Kombi- 
nanten von Kii) auf uj r, bezw. Polaren davon. Da überdies 
sowohl (15) wie m| r^ Normalformen sind, so haben wir nur 
die Möglichkeit, dass m^ r, und «,, m# (jj & x) zu einander pro- 
portional sind. Wir denken uds die Formen uj, m^ so ge- 
wählt, dasa direkt: 

«6»-«= «,«*(»? i> a;). (16) 

Diese Form*) u^u»{i]d x) bietet aber dem Studium viel 
weniger Schwierigkeiten als die durch (12) gegebene «^ r«. 
Wir werden im folgenden kurz die wichtigsten Thatsacben, 
die ja allgemein bekannt sind, anführen. 

Einer Geraden v ist durch f|ra=0 eine andere ,bei- 

') In DDserm apezielten FeiU s. „Roaaneg*: allgemein: Brill, 20. Bd. 
Math. Äonalen S. 830 ff. 

*] lieber den allgemeinen Konnex (1, 2) a. Godt, Qber den Konnex 
erster Ordnung zweiter Elaase, Inaug.-tHss. , GOttingen 1873; auch 
ClebBch-Lindemann Bd. I. S. 1066 ff 
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geordnet", der Ort der Pole von v in Bezug auf die Kegel- 
schnitte der Schaar mJ -)- ^ «§ ^ 0. Diese Beiordnung wird 
unbestimmt für die 3 Seiten des gemeinsamen Polardreiecks 
B^" der Schaar.') Viermal kommt es vor, dass eine Gerade 
mit der beigeordneten zusammeDfällt, nämlich für die 4 gemein- 
samen Tangenten der Schaar (j;, ^), welche das Vierseit ,33" 
bilden, dessen Diagonaldreieck ^} ist. 

Der Schnittpunkt von Vx ^ mit der beigeordneten Ge- 
raden v'gTx ^ möge der „Hauptpunkt' von v heisaen. Dann 
gilt also: Der Hauptpunkt von v ist gegeben durch vi (rvu) ^ 0. 

Geometrisch ist leicht zu sehen, dass die Beziehung zwischen 
einer Geraden und ihrer beigeordneten involutorisch ist, d. h, 
dass die beigeordnete zu v^ r, wieder v^ ist. [Den algebraischeil 
Beweis führen wir später.] Soll also Vg r^ durch einen be- 
stimmten Punkt y gehen, so muss sein: 

vi r, = 0, 
d. h. V berührt die Kurve 2. Klasse m| r, = 0. Also: „Dreht 
sich V um einen Punkt y, so umhüllt die beigeordnete 
zu V den Kegelschnitt C(„): u^r^ ^ Q.' 

Die beiden Tangenten von j/ an (7ij) sind sich wechsel- 
seitig beigeordnet, sie bilden das Linienpaar 
(e X yy ry = 0. 

Lässt man in (q x yY r„ x fest sein, so erhalten wir für y 
eine Kurve 3, Ordnung, als den Ort, auf dem sich die Geraden 
durch X mit ihren beigeordneten schneiden: 

,Der Ort der Hauptpunkte aller Geraden durch y 

ist die durch 

{Qxyfu = {i 

gegebene C, mit Doppelpunkt in y(J(,)).* 

Die 2 Tangenten an die Cj /(,) in y sind gegeben durch 
{Qxyyry = 0, 
also die 2 Tangenten an G{g). 

') Jede Gerade durch die einer Seite p^ gegenüber liegende Ecke 
Ton 5p iflt offenbar j),- beigeordnet. Die 3 Seiten »on $ und die 4 von S 
Bind die 7 Grundstrablen der ,Hauptcoincidenz* von u'r, — (a. Godt). 
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Die Zwiachenstufe zwischen Z"*'* und Kis, bilden die in 
Ki3) enthaltenen Hetze, deren konjugierte Gewebe ihrerseits 
stets ä:"' enthalten. 

Wir erhalten ein Netz von -S^o), wenn wir alle zu einem 
K. Seh. «J ^ konjugierten K. Seh. von K^3^) betrachten. Das 
zu diesem Netz konjugierte Gewebe wird also konstituiert durch 
mJ, i4i m;;. Der Ort der Punktepaare dieses Gewebes ist seine 
aHermite'sche Kurve': 

()/ &x)(tiK X) (■»xx) = 0, oder (e x x)* r, = 0, (17) 

während durch die ,Jacobi'sche" Kurve: 

M, «ö M« (»; ^ ») = oder «^ «;. r^ = (18) 

eine Kurve 3. Klasse gegeben wird, als Ort der Geraden, deren 
Pole in Bezug auf die Gewebe-Kegelschnitte auf einer Geraden 
liegen; aus dem Begriff der konjugierten Kegelschnitte folgert 
man nun aber leicht, dass (17) die Jacobi'sche Kurve des zum 
Gewebe konjugierten Netzes ist, und (18) dessen Hermite'sche 
Kurve. Die Eigenschaften der Jacobi'schen und Hermite'schen 
Kurve sind bekannt. Für uns ist besonders wichtig, dass die 
Jacobi'sche Kurve auch Ort der Doppelpunkte der Linienpaare 
des Netzes ist, während die Geraden dieser Linienpaare die 
Hermite'sche Kurve umhüllen. — Ist «; speziell ein Doppel- 
punkt mJ, so gehen (17) und (18) über in J(,) und «i • (?(,>, 
wodurch die auf S. 10 aufgeführten Sätze als Spezialisierungen 
allgemeiner erscheinen. 

Wie oben angeführt wurde, enthält die Jacobi'sche Kurve 
iedes Netzes von K^s) alle Punktepaare des konjugierten Ge- 
webes, also stets die Punktepaare der Schaar {ri, ■&); d. h. 
diese Jacobi'schen Kurven gehen alle durch die 6 Eckpunkte 
von 9?. 

Die Hermite'schen Kurven sind gegeben durch m| f « «« ^ ; 
da für eine Seite v von ^ v^r^^iO, so ist stets Vg r^v^ = 0, 
d. h, alle Hermite'schen Kurven berühren die 3 Seiten von ^. 
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In § 1 erkannten wir, dass die analytische Behandlung 
der Geometrie auf S in engerem Sinn, bei der also nur temäre 
Variable auftreten, auf die Kovarianten einer einzigen Form 
UgTx führt; in § 2 sahen wir dann, dass diese Form auch 
geschrieben werden kann m, u& (ti&x). Diese letztere Sehreibart 
ist insofern vorzuziehen, als in ihr die Relationen zwischen 
den Koeffizienten von u| r,, welche diese Form als spezielle 
charakterisieren, identisch erfüllt sind; dagegen enthält sie 
2 verschiedene Symbole, so dass ein beliebiger Ausdruck, der 
im Lauf der Rechnung erscheint, nicht unmittelbar als Kom- 
binante sich zu erkennen gibt. Wir werden deshalb soviel 
als möglich uns der Schreibart w^ra bedienen; dabei zeigt sich, 
dass die 2 Identitäten u^r^^O; (q q' x) r^- Ug r^ ~=r^. genügen, 
um alle Umformungen auszufahren. Wir werden in diesem 
Paragraph einige för das folgende notwendige Rechnungen 
erledigen, und insbesondere obige zweitgenannte Identität ab- 
leiten. 

Die linearen Kovarianten von m^* r^ reducieren sich, da 
u^Tg^ 0, wieder auf die Grundform. 

Die Formen 2. Grades sind in folgenden Bildungen gegeben : 

1) ohne Klammer: 

Ug Tg- Ug- r'ic = «; Aj,; 

Ug Ug' Tg. r's = M^; (3 iilK = 2 ul). 

2) 1 Klammer: 

u'gUl' (r r'w) ^ 0; (qq' x)ug Ug-r^K = 0; 

(e e' X) Tg- Ug r',\ (Q g' X) Tg- Tg EH 0. 

3) 2 Klammem: 

(rr'u)(QQ'x)ugUg. ^uih\ (g g' xf r^ r^ = hl 

4) (r r' m) {q q' xf e^ 0. 

Von diesen Formen ist zunächst eine (1, 3) überflüssig; 
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n ri ra 




Qt &2 &3 




Tg Ts- r. 


r{ j-i ri 




QiOiei 


= 


f'e Tg' ri 


Ul Ui Mg 




Xi X-i X3 




«e Ug «. 



{rr'u){£Q'x) = 



^ fg- r'x Mg fg' f'g-Ux -^ Tx r'g Mg- 

(Die Symbole r^, r'g- sind Null zu setzen.) 
{rr''a){QQ'x)WgUg- = MjW^-Cv^'äMe + »'«''eMg.) — «e«e'V''e " **■> 
M/ /, = 2mJ ft. — M. ■ M'. (19) 

Ferner verschwindet die Form (q q' x) r^- Ug r^ iden- 
tisch, was wir durch Zuhilfenahme der speziellen Darstellungs- 
form von mJ r, beweisen. 

Die gesuchte Form entsteht aus Mg Vg r, - Wg' <i>g- r^ durch 
die Processe: 

Diese Operationen an 

(m, Vo + «* V,) {t]&y)- (w,,- ä>»' -\- w^ Ä,.) (j)' &' x) 
ausgeführt gibt: 

[(.? y)- X) «* + {» r,' X) «, J (,? ,? tf (ij- ,?' a;) 
-I- [(tf ö' x) M, + (^ #'a:) Mfl] (ij ö ijO (,?' #' a:). 
Vertauscht man im ersten Glied r} t/' mit # i?', so er- 
scheint das zweite. 

Das erste Glied liefert, indem man äquivalente Symbole 
vertauscht: 

i (V Ö *') «, {(tf ,' 3=) (^' ö' ar) - {&' r,' X) (ri' tf X)} 
+ i (ij * *') (»J n' ^) I «* ("J' ^' ^) - «*' (»)' ^ ^)) 
= ^(V» tf ') (»? v' ^) {(-?' *' *)-«« + (^ *' :«) «,-} 
= iC»? '?'?')('?»?' ^)(^*'^) % 
= ^ (# 1?' a:) (»? )j' a;) {(jj »? i?') m,- — {*j' & ^') u^) 

= ^(&&' x) (tj T)' x) {nn. ^' «)■ 

Die noch nicht berücksichtigten Glieder geben — wie 
schon oben erwähnt — dasselbe wie die ersten Glieder, nur 
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dass ij ij' mit ^ &' vertauscht ist. Dann wechselt aber der 
Schlussausdruck das Zeichen; das Ganze gibt also Null, wie 
zu beweisen. 

Bedeutend komplicierter gestalten sich die Deduktionen 
bei den Formen 3. Grades, Die zum Teil mühsamen' Rech- 
nungen lassen behaupten, dasa alle sich auf folgende 5 Formen 
zurOckfUbren lassen. 

pl ^ is q' q")*^x^'x^*\ «i = «e«s'«e"(ep'0") (''*"'*'"); 

{q o x) Ug M„ Tx = mJ dj; hl ih r m) Mp = m' e%; mJ (A r m) w| = «^. 

Von den hier einschli^gen Rechnungen führen wir fol- 
gende an, durcb welche wir den angekündigten algebraischen 
Beweis dafür erbringen, dass die beigeordnete Gerade zur bei- 
geordneten Ton V wieder v ist. 

Sei tOi =s Vg Vx, so ist wl Tx die beigeordnete zu lo; nun ist 

V'x ^Wgrx = vi Tg- Wg' Tx 

= i ^.B [vj «e- rg. r;] + f (ß ß' vw) v^ r^- K. 
Die Gleichung (20) ist identisch mit folgender {(vw)i = tt 
gesetzt) 

«i — vi^v^Wg-Tg-rx — VgVg-WgTg-r'x = (ßQ'ffVgrg-r'x. (20a) 
Nach Gleichung (19) ist aber: 

vlVg-rg.r^ = vih^='3irr'v)(ee'x)VgVg.+ ^««-vj 
also, indem nach w polarisiert wird: 
2-Sv;u>,kx 
= (rr'w)(QQ'x)VgVg- + 2(rr'v){QQ' x)VgiCg- -\- tVx-vi 4-2«i- v„w„ 
(r r' w) (y g' x) «^ «j- = (rr' r") (g q'x) v^ v^, Vg- 
= i (r r' r") v^Vg- Vg- ■ ((e q' x) Vg- + (q' q" x) -^s + (q" e «) ^e) 
= J (r f ' r") (e q' q") Vg Vg- Vg- . v, = ^ «* ■ Vx, 
ferner entnehmen wir wieder aus der in (19) gemachten Um- 
formung : 

irr'v){Qe'x)VgWg- =VgWg-rg-r^ — VgU!g-rg-rg-Vx-\- VgtVg-Vg-rxr'g 
= Vx — «o Wo ■ f I -|- uj , 
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— lö- 
se dass wir im ganzen bekommen: 

Wegen (20a) kommt: 

6v>.*,= >«>■.».+ 2«; + «;.< + 2(v;-(ee'i)v,V<) (20b) 
und setzt man den aus (20b) sich ergebenden Ausdruck für 
A,„{vlk,) in 20 ein, so kommt: 

< = A *"- ■ f-- + f *« + i «'- • ^- — i (e e' ^s »■-• < 

+ i(eQ't)v^r^-r;, (20c) 

^ v; == iV "A ■ «' + 4 w, ■ f ; + i (e ß' f ) Vg Tg. K. 

Der Ausdruck {Qg't) v^r^-r^ ergibt reduciert: 

4 ^ft ■ (q e' ^) K «e Vg- + I (r' qq' xt) Vg r^-. 
Das erste ßlied verschwindet; das zweite liefert 
— Kq'x t) Vg rg-rg= —^(axt)v„ = —^(ox vw) «„ 

Dies in (20c) eingesetzt, ergibt sich: 

«. = f,(4*.w„-f it.5). 
Der fr gliche Beweis ist damit erbracht. Wir werden 
nur noch die Form 

Vg Wo = ^'e "o »"o 
auf «J zu reducieren haben. 

ZunächBt folgt aus der schon mehrfach benfitzten Identität 
{qq' x)rg-Vgra^ 0, 

(e q' X) Tg. Vg r'g + (e e' y) *"e- % ^' ^ o, 

wenn man x = q", y =^ {r" v) setzt und mit Vg- multipliciert: 

(e Q' e") rs- Vg (r' r" v)v'g = — (q q' r' v) r^- Vg r'g- v^- 

\ (e q' q") % Vg- ((r' r" v) Tg- — {r'rv) r'g-) 

^ Vg Vg- Vg- Tg' Tg- T^ -\- Vg Vg- Tg- Tg- Tg' 
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Von den Unks stehenden Gliedern ist das erste nach Def. 
\, das andere lässt sich auch auf v!i zurückführen; denn da 
r»' r,-. I 



(rr'r")(ee>") = 
o ist: 



K r'p' 



«i = w^ V V (e 0' e") (*■»■' »■") 

= "e %■ Vg- {fg- r'g- r'g + ^e" '"e K') = ^^e *'e' "e" '"c '"e" ^e- 

Es ergibt sich demnach 

r^r,f„ = v5 (21) 

und 

K = fj V- »'s" »-f '■ »-; = ". (i «-it + i i^ii) ^ f ^Ä ■ ^» = -ö ■ «.• (22) 

Die Ableitung der Gleichung (22) ist sehr wichtig; nicht 
sowohl wegen des auch durch geometrische Ueberlegungen ja 
leicht zu erbringenden Beweises, dass eben die Verwandtschaft 
zwischen v^ und ti^ Tx involutorisch ist, als vielmehr deswegen, 
weil sie nur, abgesehen yon den allgemeinen Identitäten der 
Symbolik, auf den 2 Identitäten beruht: 

«g fp ^ 0; (o q' x) Tg- Mg r', ^ 0. 

Wir können also alle in Betracht kommenden Kechnungen 
in Symbolen r, g ausfuhren, ohne auf die spezielle Gestalt 
u, X,» (fj&x) von M^r, rekurrieren zu müssen; denn, wie eben 
gezeigt, genügen obige 2 Identitäten, um den Konnex uj f*« = 
als einen solchen zu charakterisieren, bei dem die Verwandt- 
schaft zwischen v, = und ti^rz = umkehrbar eindeutig 
und involutorisch ist. Bei einer solchen quadratischen ratio- 
nalen Verwandtschaft mUssea stets 3 Fundamentallinien auf- 
treten, für welche die Verwandtschaft unbestimmt ist. 

Durch Einfuhrung dieses Dreiecks als Eoordinatendreiecks 
lässt sich die quadratische Transformation darstellen durch 

0«;==— i=l, 2, 3. 

(23) 
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Auf die Gestalt der rechten Seite von (23) kann aber 
auch der Konnex m, m# (i; »> a;) = gebracht werden, wenn 
man g^' als Koordinatendreieck einfuhrt und den Einheits- 
punkt geeignet bestimmt. Und da die Schaar (jj, )?) durch 
die obige Zwiaebenforin vollständig definiert ist, so ist dadurch 
folgender, auch für die allgemeine Theorie des Konnexes (1, 2) 
wichtige Satz erwiesen: 

.Die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
för, dass «ei'a = eine rationale quadratische Trans- 
formation von M darstellt, also Mj r, eine Funktional- 
determinante r — ' :r^3).\ ist, besteht in den 2 Iden- 
titäten: 

"e ^e = '^' (S S' *) ''e' ^e ^ "■" 
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II. Teil 

ii- 

Nachdem wir in den letzten zwei Paragraphen die wesent- 
lichsten Eigenschaften der Form «^ r, untersuchten, auf welche 
uns die Bedingung, dass 4 Punkte von S in einer Ebene liegen, 
im ersten Paragraph ftihrte, können wir daran gehen, die ge- 
wonnenen Resultate für unsere Fläche zu verwerten. Wir 
werden in diesem Abschnitt uns hauptsächlich mit den Fr^en 
beschäftigen , deren Beantwortung eben auf die Form «^ r^ 
ftihrt, quatemäre Variable also nur gewissermassen aushilfs- 
weise verwenden. 

Wir haben auf S ein Parametersyatem, das alle Punkte 
durch die Verhältnisse von 3 homogenen Parametern bestimmt, 
^1' iP»' ^f Eine Gleichung /ji) ^ fx = zwischen diesen Para- 
metern bestimmt eine Kurve auf S. Wir werden wissen wollen, 
welches die Charakteristiken dieser Kurve sind. Dazu müssen 
wir wissen, welcher Art die KoordinatenkuiTcn sind, d. h. 
welche Kurven durch lineare Gleichungen in den x dargestellt 
werden. 

Nun ist die Gleichung des Punktes x gegeben durch 
Ui al = 0. 

Die Kurve v^^Ü ist durch 2 Punkte y, z bestimmt, und 
Jeder Punkt x auf ihr ist gegeben durch y -|- ^ ^; die Gleichung 
eines solchen Punktes von v ist 

jji Oi;+i,) = EJi o; + 2 ; ;z* «, a. + x* Ua «; = o. (24) 

Wenn X variiert, so erhalten wir alle Punkte von v; 
diese liegen, wie (24) zeigt, auf einem Kegelschnitt; durch 
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jede lineare Gleichung v^ = ist also auf S ein Kegelschnitt 
gegeben. Es gibt daher auf S oo ' Kegelschnitte, durch jeden 
Punkt gehen unendlich viele.') 

Allgemein stellt eine Gleichung f'^^0 eine Kurve vom 
Grad 2 « vor. Denn diese Kurve schneidet eine beliebige 
Ebene V in den Punkten, die sie mit der Schnittkurve von 
V mit S, also mit V^al ^=0 gemeinsam hat, und das sind 
nach algebraischen Sätzen eben 2 n. 

Durch 2 unendlich benachbarte Punkte p,y-\-dif von f kann 
man einen Kegelschnitt legen, der die Gleichung f^~^ ^^ = 
hat; denn sei />""'/L = v^, so ist, vtenn y auf f liegt, v„ = 0; 
ferner ist 1/ -\- dy dadurch bestimmt, dass es auf f liegt, dass 
also f(j/ -f- dy) = 0; dies liefert 

f^+dy = 0, oder fg + nfy'^fdy = 0, 
d. h. f^-^fdy^O. 

Es ist also auch »^+^^ = 0; «« geht also wirklich durch 
die 2 benachbarten Punkte y, y -\- d y und ist dadurch ein- 
deutig bestimmt (vorausgesetzt, dass fg~ f^ nicht identisch 
NuU). 

Berühren sich in y 2 Kurven f" ^0, 3" = 0, so muss 
der berührende Kegelschnitt beiden gemeinsam sein, also 

Suchen wir zum Beispiel diejenigen Punkte, in denen eine 
Ebene durch den Schnitt von V und W eine Kurve /"" = 
berührt, so muss nach vorigem gelten 

f;-'f^.= a{VA a„ a^ + XWi o„ «,). (25) 

Eliminiert man o und a ■ i. aus den 3 Gleichungen, die 
man aus (25) filr 3 beliebige "Werte von x bekommt, so erhält 
man eine Kurve 
rsWi^a„a;f;-\aa'f) — :^iÄÄ'XT)a^a;f;-''{aa-f) = 

') B. für das folgende insbes.; Clebsch .Ueber die Steiner'sche 
Flache', Crelle's Journal Bd. 63. 
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vom Grad k + 1 in y, welche durch alle solche Berührpunkte 

hindurchgeht. Indem man die Doppelpunkte und Spitzen von 
/'in der geeigneten Multiplicität berücksichtigt, sieht man also, 
dass der „Rang* von f: 

R = n{n+ l) — 2d — 3r. 

Das Geschlecht von f ist dasselbe, wie das der Kurve 
f^^O in einer beliebigen Ebene, in der x ein Punkt ist. 
Damit sind dann alle Charakteristiken der Raumkurve f be- 
stimmt. So folgt ohne weiteres, dasa VAa^=0 eine Kurve 
4. Ordnung vom Geschlecht Null, also mit 3 Doppelpunkten ist. 

§ 5. 

Bewegen wir uns auf S, so werden wir eine solche ebene 
Schnittkurve, überhaupt eine Ebene, durch 3 Punkte x, y, 
auf ihr bestimmen. Nach (8), S. 5, ist die Gleichung dieser 
Ebene: 

2(xyz)M^m.m,m.-Nxixyy)(ysv){^tfy) = ^, 
wo MxMx und Ns.^ durch (7) definiert sind. 

Lassen wir die 3 Punkte x, y, s in x zusammenfallen, 
so erhalten wir die Tangentialebene in x, gegeben durch 

Lassen wir dagegen die Punkte x, y, auf einen Kegel- 
schnitt V rücken, so wird die Ebene, welche v enthält, ge- 
geben durch 

Die Tangentialebene in x schneidet die Kurve aus: 
Mi miaf^^ Ma mx{niax t)' ^ -^ (g x t)' Th = 
(nach (10) und (12)). Die Ebene von v schneidet (s. (12)!) 
in der Kurve 

^i vi al E^^VfV^rt = 

also, ausser in «( = im Kegelschnitt Vg rt = 0. 
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Der Schnitt der Tangentialebene a;, (extyrx = 0, hat in 
X einen Doppelpunkt, muss also nach den bekannten Sätzen 
über Eurren 2. GIrads (resp. 4. Grads) zerfallen, so dass 
(ßxtyr^ ^Vi-vi. 
V und v' bestimmen sich durch Auflösung einer quadra- 
tischen Gleichung. Nach „CL-L." I. S. 104 sind, wenn al^O 
einen zerfallenden Kegelschnitt darstellt, die 2 Geraden tv, w, 
desselben gegeben durch 

w, :», :Wa = a„: a,j + V— Ä„:a,^ — V—A„ 
« a„ - 1^=^; : a„ : o,, + V^ä;, 

= O,. - V^Xi •■ «M + V^Äl ■■ ÖM- 

Analog ftlr w mit entgegengesetztem Vorzeichen der 
Wurzeln, 
Hier ist: 

" I %»««» I I (e'^),{e'^).''i,(e'a;);< I 

(wo v^ = lv, = Ov, = 0) 

= (q ^). (e' ^), *■« »"i (e e' a^) »a = I {q e' ^Y r^r'^-x\ = \M- x\. 

Es folgt also in unserm Fall: 

w, : tu, : w, = (e a;)| r„ : (p a:), (e a;), r, 

+ y— |ä; • a:. : (ß a;), (p a;), r, — 1/— ^M-x, 

Wi ^(ßx)^ Tx {.Q3:t) — V — -^Aj (xt)^ 

= {q ^), r, (? a; - y-~\H {X 0. 

= (e a;). »■» (e a; — 1^1^ (^ 0. 

v)i=^{Qx), T.i&xt) + y- |Ä^(«0, 
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Führt man einen -willkürlichen Punkt e ein, so kann 
man schliesslich auch schreiben: 

Man sieht: es existiert auf jS eine Kurve Äi = 0, 
für welche die 2 Kegelschnitte, welche die Tangential- 
ebene in einem ihrer Punkte ausschneidet, zusammen- 
fallen. Sie scheidet die Fläche in 2 Teile, in denjenigen, 
in dem hx positiv ist, wo jene 2 Kegelschnitte imaginär sind, 
und in den, wo hi negativ ist, wo die Tangentialebene in 
reellen Kegelschnitten schneidet; der erstere ist der elliptische, 
der zweite der hyperbolische Teil von S. 

Die 2 Kegelschnitte «« = und v^ r^ = werden wir, 
gemäss der in § 2 eingeführten Bezeichnung als beigeordnet 
bezeichnen. Beider Schnittpunkt, der Hauptpunkt eines jeden, 
ist der Berührpunkt der sie enthaltenden Tangentialebene 
von S. 

8 6- 

Nehmen wir 2 Punkte, y, e auf jS, so ist durch dieselben 
ein Büschel von Ebenen bestimmt, welche die Verbindungs- 
gerade y — e enthalten. Die Ebenen haben die 4 Schnittpunkte 
dieser Geraden mit S alle gemeinsam; wir fragen nach den 
2 andern Schnittpunkten dieser Geraden. Wir werden die- 
selben zweckmässig bestimmen als die den Schnittkurven von 
2 beliebigen Ebenen durch jene Gerade [ausser y und «] ge- 
meinsamen Punkte. 

Als die eine solche Ebene nehmen wir die des Kegel- 
schnitts durch y und s; diese Ebene schneidet im (y.?a:) = 0; 
{q y ^y Tx = 0, die 2 freien Schnittpunkte müssen also zunächst 
auf wi ^ (ß y ^)' rj = liegen. 

Die benützte Ebene ist Tangentialebene durch y und ä, 
so zwar, dass beide Punkte auf demselben Kegelschnitte liegen. 
Es wird noch Tangentialebenen — wie wir sehen werden, 
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zwei, — geben, so dass y und x auf getrennten Kegelschnitten 
liegen; letztere sind, nach Definition, stets heigeordnet; geht 
daher der eine, w, durch y, so oiuss der andere, w, der Be- 
dingung genügen: mj^* r„ =: 0; er soll ausserdem durch z gehen, 
ist also einer der 2 durch 

gegebenen Kegelschnitte. Deren beigeordnete gehen durch y 
und genügen offenbar ihrerseits der Gleichung tCj r, = und 
sind gegeben durch 

{Qyxyr, = 0. 

Setzen wir (y^) = «, so ergibt sich die Gleichung der 2 
weitem Schnittpunkte der Geraden durch y und z, indem 
wir ausvi = 0; (e^a;)'r„=0; «, = x eliminieren, zu: 

{v'g u, — v', ■ Mp)' Tg = 0; 

%' ^ii-ul — 2 Ug Ug ry-u,-v',-\- v'i' ■ ulry = 0. 

D -Vy-u! — 2 «g Mg r, ■ M, • t>; -)- «g rj - v',* = 0. 
oder: 

— 2 ■ v; «^ r^ ■ w, 4- ul ry-v; = 0. 

Ist v', = 0, so erhält man eine Gerade (y) — (z), welche 
in der Tangentialebene von z liegt, welche also in « iS tangiert. 
Als Schnittpunkte kommen: 

w, =0; «gitgr^ =0. 

Also: die Gleichung des 4. Schnittpunkts der 
Tangente durch y, welche in z S berührt, ist: 

v'^ Ug r, = 0, 

(v'x = «g r,, t>( ^ {y s)i). 

Dies gilt natürlich auch noch, wenn yi = (««')<> •"^^ ^^" 
kommt dann den 4. Schnittpunkt der Haupttangente in y, 

welche v berührt. 
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Für den allgeiu einen Fall wollen wir die Zerfällung der 
2 durch y und gehenden auf S. 23 erwähnten Kegel'schnitt- 
paare vornehmen, um die weiteren Schnittpunkte der Geraden 
(y) "" i?) "li^ ^ "■ s- "■ analytisch darzustellen. Vorweg be- 
merken wir, dass dabei unter der Quadratwurzel die ausdrücke 

und 

auftreten. Die Differenz der genannten Ausdrücke gibt: 
'^n'li.QS'yyr^isQ'rye)] 
= A,. [(e e y) r, (e' y z) r-] ^ 0. (S. 18) 

Also 

Vi ii = i»; 9s- 

Die einzelnen Kegelschnitte werden dann: 
durch y: w, = {ey e) (p yx)r, + V~ ^p^ ql ■ (^ z x) 



durch ^: w* = {esy){QZX)ry -^V—^Plql-i^yx) = w\ 

K^ iQ ^y)is ^ ^)^y —V— \py i'' -{^y ^) = "','■ 

Es iia^t sich bloss, welche Kegelschnitte als beigeordnete 
zusammengehören. Der Schnittpunkt von 2 beigeordneten 
Kegelschnitten ist Berührpunkt der sie enthaltenden Ebene; 
der Schnitt von 2 nicht beigeordneten, also von w^ mit wj, 
und von w, mit w[ ist dagegen ein Schnittpunkt der Geraden 
(y) — (^) mit S, liegt daher auch auf (gy^)''", = 0. Es muss 
daher ii.w^-\-kw', = {Qyzyrx, und ebenso fiw,-\-Xw\'= 
{q y ^y ^m sein. Man findet, indem man w, mit w\ oder w* 
kombiniert : {: Q = V — -J _pj qt :) 
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Ofifenbar geben die 2 ersten Glieder fUr A = + l : 

(e y ^) [Ce 3/ ^) '■» — (e ■ä' a;) »"»] = (e y ^) ' »■« . 

es muss also fUr A ^ 1 der zweite Teil verschwinden, 
d. fa. es muss das obere Zeichen gelten, es sind ic, und 
v}\^w\, w, und w\ =w\ beigeordnete Kegelschnitte. 

Es sind also: 

Der Schnitt von w, mit w'i [«(,] \ die 2 BerUhrpunkte der 

m „ wi[«,J 1 Tang.-Ebenen durch (ff)- (0) 

wi , W2 [Mft] I die 2 weiteren Schnittp. 

W! . wi [«^] i von (y)-(^) mit S. 

Es ergibt sich: 
«PI = (w. < «) = Vj r^. r, r; (p y e'if«) + (3 ■ {p^ (ß y « «) r. 

+ «•»;(•-»«) 

-\- Q-vl {rvu). 

Durch leichte Rechnung fuhrt man diesen Ausdruck auf 
folgenden zurück (s. S. 12 f.): 

"f. = J ^." ^v i^l »■»]' — T ^». ("*■ *» %) + Q ■ vi {rvu). 

Analog (27) 

"ft = ^ '^." '^»' be »"f]' — i ^»^ ("»' *»'"»)— ö ■ "e {»■««)■ 

Fem er: 
«(. = |^.«^,.[»'eVj,]'-^J,,(«i *,-«,)-(?. J^.[t.;r^.M^] 

Unter der Wurzel kommt der Ausdruck vor: 
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Derselbe lässt sich auf die Formen hl h! und {ayus)' re- 
ducieren; denu die Fonuen des reducierten Systems be- 
stehen aus 

{Q Q' y)' ry r; = A; ; (p q- y) {{q e' r' v) r^ + (e y' r v) ry] 

= (e e' y) (»"e «e- »■» — ^e- «e ^v) = 2 (e e' y) r'g v^- r^ = o (S. 13) 

(q q', r' v) {q ß', rv)^= — Vg v^- r'g r^- ^ - vi; 
man findet: 

Vi 2" = (e q' yY •>■- < = H ^l — ^{oy ^Y- (29) 

Man sieht: ist Q ^ 0, so fallen sowohl die 2 durch 
iy) — (ß) gehenden Tangentialebenen, als auch die 2 weiteren 
Schnittpunkte von {y) — {s) mit 8 zusammen, (y) — (z) ist also 
Tangente; also: „Die Bedingung, dass y und z auf 
einer Tangente von S liegen, ist: 

{sQ'yY^*<=Pli> = 0. oder: h'^K — ^{ays)' = 0." 
Man kann dies auch so formulieren: 
, Zieht man von y aus alle möglichen Tangenten, 
so schneiden dieselben (ausser in ihren Berühr- 
punkten) S in der Kurve: 

{q q' x)' r^ r'„ ^ 0, 

welche also alsUmhtlllungsgebilde von Kegelschnitten 
durch 

«.'-•.-OCOi,,) 
dargestellt wird." 

Lässt man ^ auf v nach y rücken, so erhalten wir im 
Grenzfall für (y) — (e) die Tangente in y, welche den durch 
y gehenden Kegelschnitt v berührt. Es ergeben sich in 
diesem speziellen Fall: 

upis = ^ Atn ■ [pl '■»]' — vlhy-Uy^Q'- Vg {rvu) 
M'i,4 = \ä„\y\ry]' — vihyUg+2 Q' vi Tg -m» 
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Die 2 andern Schnittpunkte der Tangente in y mit S 
fallen also nur dann zusammen, wenn hg = 0. 

Es k(}nnen also nur in den Punkten der Kurve 
A^ =s Doppeltangenten möglicli sein. 

Femer: ist t)|r, ^0; so ist, da auch f» = 0, vl{rvu) 
= e ■ fy, es reduciert sich dann U(, := Uf, auf %; es fallen 
also alle 3 Tangentialebenen durch diese Tangente in eine 
zusammen, die Tangente ist Haupttangente. 

,Die Haupttangenten in einem Punkt y von S sind die- 
jenigen Tangenten, welche die 2 Kegelschnitte der Tangential- 
ebene in y berühren." 

Dies ist auch deshalb klar, weil ja stets die Haupttangenten 
die Tangenten an die Schnittkurve der Tangentialebene in 
jenem Punkt sind, wo ja die Schnittkurve einen Doppelpunkt 
haben muss. 

Das unendlich kleine gerade Element, das eine Haupt- 
tangente mit iS' gemeinsam hat, ist also dasselbe wie das 
Element des berührenden Kegelschnitts in dessen .Hauptpunkt', 
Die Frage nach den Haupttangenten- oder Äsymptotenkurven 
ist also identisch mit der nach den Hauptkoincidenzkurven des 
Connexes Wg r, = 0, 

Dieselben sind die Integralkurven der Differential- 
gleichung: 

Mg (riidtt) = 0, 

Diese Differentialgleichung kann leicht integriert werden, 
wenn man für u^ r, die spezielle Form m, «^ {■>} & x) einführt, 
wobei sich als Integralkurven ergeben:') 

mJ + ; ■ ttj = 0, 
in Punktkoordinaten 

(yi rj'xy + 2 A ()) Ö 3^)' -I- A' (Ö &' x)' = 
abgekürzt: e^ -\- 2.Xfl ^ X' gl = 0. 

') Die Integration wurde zuerst geleiatet von Clebach, Crelle'i 
Journal, Bd. 63. Diesen Fall siehe ClebBch-Lindemann, Bd. I, 
S. 965, 
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In Tangential koordinaten ist die Gleichung der Äsymp- 

totenkurve, welche den Kegelschnitt v berührt; 

Ug Vg (ruv) = 0. 

Singulare Lösungen der Differentialgleichung derÄsjmtoten- 
kurven erhalten wir durch die Werte «, fUr welche Ug {ruv)^0. 
Dies ist der Fall für die 4 Kegelschnitte, welche von allen Haupt- 
tangenten berührt werden, für welche (s. S. 10) « (der im Be- 
rührpunkt berührte Kegelschnitt) mit dem beigeordneten Kegel- 
schnitt zusammenfällt. Diese 4 Kegelschnitte stellen zusammen 
eine Kurve 8, Grads dar, welche gegeben wird durch ÄJ ^= 0, 
Sollen nämlich die 2 durch x gehenden Kegelschnitte in der 
Tangentialebene x zusammenfallen, so fallen auch die 2 Haupt- 
tangenten in X zusammen, und dafür ist eben die Beding- 
ung hi = 0. Dass dies aber die 4 Kegelschnitte des Vier- 
seits äJ darstellt, erkennt man durch Elecbnung in der spe- 
ziellen Form von Ug r^ und durch geometrische TJeberlegung. 

Eine singulare Lösung der Differentialgleichung mJ (rudu) 
=^ erhalten wir aber auch durch diejenigen Kegelschnitte v, 
fllr welche v^r^r^Q, welche mit oo' andern Kegebchnitten 
durch einen bestimmten Punkt auf einer Ebene liegen: das 
sind die 3 Kegelschnitte, welche die Doppelkurve von 8 dar- 
stellen und das Dreikant ^ bilden (S. 10). 

8 7- 

Schon manche Erörterungen des letzten Paragraphen, in 
welchem wir die Probleme besprachen, die sich darbieten, 
wenn man die durch 2 Punkte von S bestimmten Geraden be- 
trachtet, führen uns darauf, nunmehr einen einzigen Punkt 
auf S zu nehmen, und das System aller durch ihn gehenden 
Tangenten und Tangentialebenen zu studieren. 

Nach § 5 ist die Tangentialebene in x durch die Gleichung 
bestimmt : 

{Ä A' Ä" X) rt, «; a; {a a' a") = 0, oder: Mx mi = 0. 
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Gibt man X, so wird durch itf^ntj = auf S eine 
Kurve als Ort der Berührungspunkte aller durch X 
gehenden Tangentialebenen bestimmt. Bei allge- 
meiner Lage von X ist dies eine Raumkurve 6. Ord- 
nung vom Geschlecht 1. 

Ist X speziell ein Punkt y der Fläche, 
Ux = Ua a;, 
so wird Mx mi ^ Mi mla} = ^(qx y)' r,. 

Die Berlihrungskurve hat dann in t/ einen Doppelpunkt, 
in dem die 2 Haupttangenten berühren. 

Alle diese Kurven gehen durch 6 feste Punkte hindurch, 
die 6 Punkte, in denen sich die singulären 4 Kegelschnitte 
berühren, auf den 6 Kanten des Tetraeders der singulären 
4 Kegelschnitte. Durch diese 6 Kanten gehen daher unendlich 
viele Tangentialebenen an jS,') 

Wir betrachten alle durch einen Punkt y von S gehenden 
Kegelschnitte. £s seien Vi und vi die 2 von der Tangential- 
ebene y au^schnittenen Kegelschnitte. Dann hat ein be- 
liebiger Kegelschnitt durch t/ die Gleichung: 
w^^v^ + Xv', = 0. 
Dessen beigeordneter: 

1«; ~ wj r. ^ rj r, + 2 :! v^ Vg r, + k' t>' ' r^ (32) 
= v;,+ 2Xvl+ X' ■D-v, = 0, (32 a) 

da nach (22) fg' »"i = 1 fi ■ w« = 7> ■ ;., ; 

femer haben wir 

f e "e »"a = '»l ^g- Vg- r'g = vic hx ~- ^ Vf 



Der Kegelschnitt w (oder l) schneidet seinen beigeordneten 
in dem Punkt: 

(vv'u) + 2X {vv"u) + 2 >(• {v'v"u) + X' D («' vu) = 0. 
•) 8. Sturm, Mathem. Annalen 3. 
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Wir definieren: 

(vv'u) =My; (v' v" u) = Ui-; {v" vu) = Mj. 

Der Hauptpunkt von X oder der Berührpunkt der Tan- 
gentialebene X ist dann: 

u„ — 2 Xui-\- 2 X' Uf — X' ■ D ■ ug = Q. (33) 

Um die gegenseitige Lage von v, v', v", y, t, t' u. s. w. 
übersehen zu können, bedienen wir uns der Abbildung von S 
auf die Bildebene E, wodurch dann die untenbezeichnete Kon- 
figuration entsteht. Wir bemerken noch: wie wir schon S. 10 
sahen, umhüllt w'jc die Kurve C^^)i Mer„ = 0, welche also in 
(32 a) in Parameterform gegeben ist. Diese zeigt dann, dass 
Vg r^ r, ^ «j ^ Berührungssehne ist für die Berührpunkte 
von Vi und v', an f7(,). 

Nach S. (23) ist der 4, Schnittpunkt der Tangente X 
durch y: 



w'g Mg r j ^ 
VgUgr^ + 2X Vg Ugrg + X' I> 



= 0. 



(34) 




Es ist der Berührpunkt von w' mit Ci^j. Die Punkte 
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lassen sicli leicht mit 

identificieren , wie die geometrische Anschauung lehrt. Es 
handelt sich also nur um die Reduktiousfaktoren. Es sei: 

v'^UgVy = H ■ Uf ^ X • {uv' V") 
VgUgTy =: X ■ Ut = X ■ {u v" v). 
Also : v'gVgTy ^ v'y = X Vf =s X (v v' v") = Xvi =>: X(v' v" v). 
Da Ug = (v v' m), so ist also : 

„; = (,.'.")=-„(«■.") = J (»■ f" •), 

woraus sich ergibt: 

"e «e ^y = 4- »(; «e "e *"» = + «f- 
Wir setzen: vlUgrg = M-Wg, da über die Berechtigung 
dieser Annahme kein Zweifel bestehen kann. (34) gibt dann: 

Mj. + 2 A ■ Jlf . wj + J" D ■ Ml = 0; (34 a) 

es muss nun stets die Bedingung erfüllt sein, dass dieser 
Punkt mit wi (X) vereinigt ist , was analytisch verlangt, 
dass stets 

wr + 2X Mw'y + X' Dwi = 0, 
oder (s. 32 a): 

X'Dvi + iX' Mv; + X' Dv,- = 0. 
Nun ist: 

Vi- = (v v' t;") ; vi = {v v' v"); «J = {v" v «'), 
-D 



Die Gleichung des 4, Schnittpunkts der Tangente A er- 
scheint demnach definitiv in der Form: 



(34 b) 
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Es ist auch hieraus ersichtlich, dass maii fUr ^ = 0, 
J ^ 00 die 2 Punkte mj- und mj bekommt, wodurch dieselben 
auch für S sehr einfach de&niert sind, als die 4. Schnitt- 
punkte der Haupttangenten in ff. 

Aus der in (33) gegebenen Parameterdarstelluog des 
Tangen tialkegels — wo jede Tangentialebene durch ihren 
BerUhrpunkt gegeben ist — lassen sich noch einige Folge- 
rungen ziehen.') 

Die ,6eoRietrie auf diesem Tangentialkegel" gründet sich 
auf das Studium der Form 

Jj = Di' -1, 

Für uns ist ton geometrisch einfacherer Bedeutung als 
die Form Ai deren kubische Kovariante, die in unserer spe- 
ziellen Darstellung ist: 

-D-Qi, wo Qi^Di'-i-\. 

Sind X, fi,v 3 bei. , Tangentialebenen", so ist nämlich 

die Bedingung dafür, dass diese 3 Tangentialebe- 
nen X, fi, V durch eine Gerade gehen, ein „Tripel' 
bilden. Den Beweis führen wir so: 

Eine andere Kurve H schneidet (33) in 9 Punkten, 
deren Parameter durch eine Gleichung 9. Grads bestimmt sind: 
i\ — &Xi\ii-\- — A'i)'i;=0. 

Sind ^"1, i = 1, 2 . . 9, die 9 Wurzelwerte, so ist er- 
sichtlich : 

Sei nun il = Mz mi, so haben tj und (33) die Eck- 
punkte des Vierseits SJ gemeinsam. Seien diese 6 Punkte 



') Vergl. zum folgenden Eosenow, über rationale Kurven dritter 
Ordnuuf^. Tnaug.-Disa. Breslau 1873. 
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auf (33) gegeben durch i'*', . . ;(<''), /7AM = A, so gilt für 
die freien 3 Punkte : 

>t(» i(^) A"> = -i-. 

Die 6 Eckpunkte von ^ bilden nun zusammen: 

3 Punkte -l'*', A*«, A*« in einer Seite des Vieraeits, 

3 , A''*, 1'^*, ^'", eines Dreiecks, welches nach 

Rosenow (eine einfache Rechnung bestätigt es) ein ,TripeI- 

dreieck' ist, so dass die Relationen gelten: 

A") xm A<«) = ~ AI" Xi«> A'») = - A 



xw ^m >i(3) = — ;^, 
d. h. ,zt;i(iU(3>>i('')-i-i = o 

ist die Bedingung dafür, dass die Ebenen >l<'' ill»' i<»' 2 Tan- 
gentialkegeln angehören, d. h. durch eine Gerade gehen," 

, Durch i)i'^ + 1 = ist also einer Tangential- 
ebene X diejenige ~ /i — zugeordnet, welche man 
durch die Taugente X noch an S legen kann." Die- 
selbe Tangentialebene /x entspricht der Tangentialebene — X, 
also auch: 

.Durch i 4- A' = sind sich 2 »konjugierte' 
Tangentialebenen zugeordnet, welche die Eigen- 
schaft haben, dass ihre Tangenten wieder auf einer 
Tangentialebene liegen." 

Durch D X^ -{- 1 = sind 3 Tangentialebenen bestimmt, 
welche die Eigenschaft haben, dass sich in der betr. Tangente 
3 konsekutive Tangentialebenen schneiden: 

, Durch D X* -[-1 = sind die 3 ausserhalb y be- 
rührenden Haupttangenten durch y bestimmt." 



^dbyGoogle 



•=r- 



- eine der 3 möglichen Wurzeln ier 
vorigen Gleichung, so ist die Gleichung des betr. Beruh r- 



lunktes, da 1 — A* D =» 1 + 



D 



% — e Ui '\- e* Uf = 0, 

oder EUg — s' M( + £* !*(■ = 0, 

" "n "'■ + e w» — «'«(= 0. 



-=y Mc ~ eUg -\- E*Ut ^0, 



d. h. diese Punkte liegen auch auf der Kurve C^f) (34 b) 
und zwar sind sie Berührungspunkte von C(y) mit t7^[y), 
wie man durch weitere Rechnung und auch geometrische üeher- 
legnng findet. 

Die 30 bestimmten Haupttangenten sind die Rückkehr- 
kanten des Tangentialkegels durch g. Die zugehörigen 
Tangentialebenen, die Rückkehrebenen, schneiden 
den Tangentialkegel in je noch einer Tangente; die 
so erhaltenen Tangenten sind durch D d* — 1 ;= 
bestimmt; die Berührpunkte liegen auf Vt. 

Neben den 2 durch die Tangentialebene in y ausgeschnit- 
tenen Kegelschnitten «»=0, wi^Oist also von besonderem Inter- 
esse der Kegelschnitt v^v^r^^Vx = 0, welcher die 2 ,Haupt- 
tangentennebenpunkte " von y, wie wir die 4. Schnittpunkte 
der Haupttangenten in i/ nennen wollen, verbindet. Es ist 
klar, dass vi, auch analytisch sich so darstellen lassen wird, 
daas nur y in der Definitionsformel auftritt. 

Da «a ■ «i == I • (e * yy *'v 30 ist in der That: 

Vq vl,r^ = i {q q' yf r^ r'^. 
Nun ist: 

4 AJ Ax = 2 (e q' yf T-p »■; -f 2 (p p' x) {q q' y) r^ r^ 

==4(ee's)Vsr;, 
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da (e q' yf Vy r; — (^ q' x) {q q' y) ry r^ = (q q' y) Vy ■ [(q q" y) K 

- (q e' X) r'y\ = (e q' y) Ty {q xy)rgr^ 0. (S. 18) 

v'g^TVgV'grj:^-i hy Äj. (35) 

Man sieht zugleich: der Ort aller Punkte x, deren 
Haupttangentennebenpunkte mit ^ auf einem Kegel- 
schnitte liegen, ist die Kurve: 
h. hi = 0. 

Diese Kurve geht durch die 6 Eckpunkte von $, ist also 
die BerührUDgskurve eines Tangentialkegela. 



Von singulären Kurven von 8 haben wir bis jetzt nur 
die durch ÄiJ ^ gegebene parabolische Kurve kennen gelernt, 
die aus 4 singulären Kegelschnitten besteht, längs welcher S 
von den 4 Ebenen dieser Kegelschnitte doppelt berührt wird. 
Wir gehen etwas näher auf die andern Singularitäten ein. 

Bei den Betrachtungen des § 7 Über den von einem Punkt 
von S ansehenden Tangentialkegel setzten wir voraus, dass, 
wenn y dieser Punkt, C(,) :^ «^ r, = nicht zerfalle. Das 
Zerfallen von C(y) bedingt die Singularitäten von S. Besteht 
ul Ty ^ (j aus 2 Punkten, so muss, wenn v der dui-ch sie 
gehende Kegelschnitt ist, sein: 

QiVgry = 0, i = l,2, 3. (36) 

Durch Elimination der v ergibt sich ') 

j);^(ee'e")»r.r;r; = o (37) 

als die Kurve, auf der dann y liegen muss; durch Elimination 
der y: 

«J s (e s' e") (>• rV') », »,. «,. = (38) 

') Dieaea sind die Kurven P und H des allgemeinen Konnexes bei 
,Godt*; dagegen die Form 1 Lei Oodt wird sich als mit P identisch 
erweisen (im Gegensatz zom allgemeinen Konnex). 
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-Se- 
als die Kurve, welche v berühren muaa. Beide Kurven sind 
Termöge (36) eindeutig auf einander bezogen. 

Die Punkte, in die «| r^ = zerfallt, erfüllen die Kurve : 
(e Q' X) {s q" ic) (q q" x) (r r r") = 0, (39) 

wie aus den Betrachtungen über die Kombinanten von Kegel- 
schnitt-Netzen und -Geweben folgt: (39) ist ja nichts anderes 
als die Hermite'sche KuiTe des Gewebes 

", •*■, "t + '', '»'s "e + ''.■*'. "e ^"^ 
in der Bildebene E. 

Durch symbolische Kechnung erweist sich aber die linke 
Seite von (39) als identisch mit — 2pi. 

Femer erkennen wir, dass auch die Kegelschnitte v, für 
welche 

der Gleichung 



Von S. 11 her wissen wir, dass, wenn t;|r,^0, v eine 
Seite des Polardreiecks ^ ist, welches in E allen Kegel- 
schnitten der Schaar (t], ^) gemeinsam ist. Und aus der 
Theorie des Kegelschnittpaares ist bekannt, dass 2 Kegelschnitte 
ij, & also auch deren Schaar (r), ö) nur je 1 Kovariante 3. Ord- 
nung und 3. Klasse besitzen, nämlich die, welche Null gesetzt, 
die 3 Seiten und die 3 Ecken des Polardreiecks ^ darstellen. 
Es stellt demnach [die H«duktion auf Symbole jj, ^ be- 
stätigt es] 

pl=0 die 3 Seiten von $ t 

mA = die 3 Ecken von ^ J "^ 
dar. 

Da Vg r, ^ 0, wenn «^ einer der Unearen Faktoren von 
pi, so liegt V mit jedem Punkt von S auf einer Ebene, bezw. 
mit unendlich vielen , beigeordneten* Kegelschnitten in einer 
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Ebene. Das kann nur so sein, dass v in eine doppelt zählende 
Gerade von S zerfällt, daher: 

, Durch pi ^ sind die 3 Doppelgeraden auf S 
gegeben." 

„Durch n^ ^ sind die 3 Parameter des drei- 
fachen Punktes von S gegeben.' 

um die Sigeoschaften dieser Doppelgeraden nSher zu 
studieren, empfiehlt sich die Einführung spezieller ternSrer 
Koordinaten,') die der Einführung von ^ als Eoordinaten- 
dreieck in E entspricht. 

Die Schaar (tj, &) wird dann konstituiert durch 2 Kurven, 
deren Grleichungen etwa folgende seien: 

«? ^ Vi t^ 4- V, i^ + r, «J = 0. 
Die Fundamentalkombinante nimmt die Form an: 

U^ Tx ^ Pi Xj Mj «j + J)j X^ M, Mg + JJj *, M, Mg = 0, 
WO 

ap, =ft^v^ — fi^ V,, j), = ^j Vi — fi^ V,, ap^ = /*,»', — ^, v^. 
Wir bestimmen den Einbeitspunkt so, dass 
opx = op» = op^=l, 
was stets möglich, dann wird: 

«^ r« ^ a:, m, m, -|- a;, w, m, 4- a:, m, m, ^= 0. (40) 

In der Schaar (i;, ff) kommen 3 zerfallende Kurven vor 
mit den Gleichungen: 

«1 — 1^=!0; mJ — m3 = 0; mJ — «J^O, 

Die 4 Seiten von Q, welche alle Individuen der Schaar 
berühren, sind: 

fiir die Zeichenkombinationen: -| — |-; -| ; \-\ . 

•) Spezielle Koordinaten riebe auch bei Clebsoh, Crelle'a Journ. 67. 
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Liegt nun y auf einer Seite von % ist also etwa 
y, = 0, so wird M^r^: 

«1 -0/1«» + y» «»). 

d. h. C(g) zerfällt in die Gegenecke und den Punkt auf a;, = 
mit den Koordinaten eji 

Denmach liefert {Qxyfry: 

(^, y» - ^ y») ■ (y» ■ a:, y, — y» ■ a:, yj) 
(^, «'s - H Vi) • a;, ■ r»t — y.*]. 

d. h, (ea;y)*r, = zerfällt dann in die Verbindungslinie mit 
der Gegenecke und dieselbe Seite, ist aber identisch Null, 
wenn y| — yj ^ 0, also y ein Punkt einer zerfallenden Kurve 
der Schaai' ()j, d) ist. 

Temer wird (exf/)*rg: 
— ^pt^i -{■ ^i (a^j y. — a;, ^j) -Xiy-, — a;, ■ (a;, y» — iBs yO ■ x, y, 
oder Äi ■ [(Xf, j/, — a^ y,) (», y, — x, y,) ~ a^ y, j/,], 

d. h. J), zerfallt in dieselbe ^-Seite und einen Kegelschnitt, 
durch den Punkt y, sowie den Punkt e, der mit y zusammen 
mJ j-j = bildet (s. o.)- 

Für die Fläche ausgesprochen lauten die gefundenen 
Resultate und die einiger anderen Rechnungen: Ist y ein 
Punkt einer Doppelgeraden, so besteht der Schnitt der Tan- 
gentialebene in y aus der betr. Doppelgeraden und dem durch 
y und den dreifachen Punkt gehenden Kegelschnitt. Von 
den 2 Haupttangenten fallt die eine in die Doppelgerade, die 
andere ist Tangente an den ßestkegelschnitt in y. Der Neben- 
punkt dieser Haupttangente ist der Punkt m, auf derselben 
Doppelgeraden; dies ist nur so denkbar, dass die Punkte y und 
^ auf S im selben Punkt der Doppelgeraden vereinigt liegen. 
In der That ist der von e ausgehende Tangentialkegel identisch 
mit dem von y ausgehenden. Also: 
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Die 2 in einem Punkt einer Doppelgeraden vereinigten 
Funkte sind jeweils: 

^1 = 0; y,; y^; ai', = 0; ö«j = y,; cj^g = y» 
und analog auf den 2 andern Doppelgeraden. 

Die Kegelsclinitte aber, welche y und z mit dem drei- 
fachen Punkt verbinden, sind i. A. verschieden: 

yis^s - yt^i = 0; ^)ip» — h^i = o=yj*s — ys^jj = o. 

Sie fallen nur zusammen, wenn 

Dadurch sind auf jeder Doppelgeraden 2 ausgezeichnete 
Punkte bestimmt: es sind solche, in denen sich die 2 Mäntel 
berühren, die sich in der betr. Doppelgeraden durchdringen, 
sie sind daher Kuspidalpunkte von S.') In diesen Kuspidal- 
kurven berühren sich je 2 singulare Kegelschnitte von S, 
[Die 6 Haupttangenten in den 6 Kuspidalpunkten bilden wie 
Cremona, CreUe 62 zeigt, ein Tetraeder.] 



Ist Cg ein ebener Schnitt von S, so muss sein: 
cj = 0, c^ = 0, 
also, wenn wir M^, «^ in der Gestalt des vorigen Paragraphen 
annehmen ; 

fi, c„ + /*, c„ + /*» c„ = 

»"i "ii + »"t "m + »'s Cbb = 0, 
also : ''ii ■ ''m ■ ''as ^ i*! ■ i** ■ i*« ^^ 1 ■ ^ ■ 1 

hei unserer speziellen Wahl des Einheitspunktes; d ist also 
von der Form: 

{a?i -\' xi -\- x"^ •\- y^x^x^ + Yt a;, «, + y» ^i x% = 0.') 

') B. Cremona, Crelle's Journal 62, Sturm, Mathem. Annalen 
Bd. 3 n. 8. w. 

^) Diese Darstellung insbes. bei Clebsch, Crelle's Journal Bd. 67. 
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Die Schnittpunkte mit einer Doppelgeraden a;, ^ sind 
bestimmt durch: 

a:, = 0; ai + a^J + j-, x^ ar, = 0. 

Das ist die Form einer quadratischen Involution, deren 
Doppelpunkte durch die Gleichung gegeben sind: 

1^" ""'1=0, a;J-4 = 0. 

I ^S ^1 I 

Das stimmt mit unsern Resultaten im vorigen Par^p'aphen 
über ein. 

Eine zweite Involution bilden auf einer Doppelgeraden 
die Schnittpunkte mit den Asymptotenlinien. Eine solche 
bat in Punktkoordinaten die Oleichung: 

_^* _„ + _^_ 4 ^_ == 

so dass die Schnittpunkte mit x^ = gegeben sind durch: 
^J ■ C«. + i V.) + 3^ (/t, -f- i r,) =^ 0, 

Die Doppelpunkte dieser Involution sind gegeben durch: 
Xf-x, = 0, 
sind also die 2 auf dieser Doppelgeraden im 3 fachen Punkt 
vereinigten Punkte. Diese Involution hat mit der vorigen ein 
Punktepaar gemeinsam, das durch die Funktionaldeterminante 
der Doppelpunkte gegeben wird: 

h«~'''| = o. 4 + a^ = 0. 

Ein solches Punktepaar gibt 2 vereinigte Punkte auf den 
2 Mänteln durch die 1. Doppelgerade, durch die eine Asymp- 
totenlinie geht; dieselbe hat also dann dort einen Doppelpunkt. 
Demnach: 
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Es gibt 3 Äsymptotenlinien, welche auf je einer Doppel- 
geraden einen Doppelpunkt haben; dieselben sind: 
2 «J — xi — xl^O 

— a^-j-2a^ — «3 = 

- 3^ — a;^ + 2 a^ = 0. 

Es gibt eine Kurve, welche durch die 3 Doppelpunkte 
dieser 3 Asymptotenlinien so hindurchgeht, dass sie iu jedem 
dieselben Tangenten hat: 

x\ + x] + xi =: 0. 
Wir sehen, dass dies ein ebener Schnitt ist; also: 
Die 6 Doppelpunktstangenten der 3 Asymptotenlinien mit 
Doppelpunkten liegen in einer Ebene und sind zugleich Tan- 
genten in den Doppelpunkten des ebenen Schnittes 

s;si! + 4 + ai-0. (41) 

Daraus schliessen wir, dass bei dieser Kurve 4. Ordnung 
in den Doppelpunkten zugleich Wendepunkte sind (Cremona, 
Grelle 62). 

Wie wir auf S. 39 sehen, ist jeder ebene Schnitt von 
der Form: 

^t-jr xl-\- xi-^ ')'iXtXt-\- j-j Xi Xi -\- y, Xi Xf =■ 0. 

Die Parameter-Darstellung von S kann demnach gegeben 
werden durch: 

U,x,x,+ U,x,xt+ U.x^x,-^ Utix'',+xl + xD = 0. 

Das Koordinatentetraeder besteht dann aus den 3 Doppel- 
geraden und der Ebene von Sx = 0. 

Kehmen wir eine Tläche 2. Gbods, Ax ^ 0, so schneidet 
dieselbe S in einer Kurve 8. Ordnung, welche auf jeder Doppel- 
geraden 2 Doppelpunkte hat. Die Parameter des Schnitts mit 
der Kante X, = ^ ^ sind bestimmt durch 

AiiX*,xi + 2ÄuXtX,-(xi + xl)-^ A,^(xi + x^* = Q. (42) 
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Der Schnitt bildet sich ab in eine Kurve: 
ai = 0, 
welche ihrerseits die Doppelgerade Xi=0 schneidet in den 
Funkten, welche gegeben sind durch: 

Ofl«! 4 + 4 «„„ a^' Xj -f- 6 üan «! a^ + 4 a„„ x, x\ + «„,> x\ = 0. 
Man sieht, dass dass die Relationen gelten: 
(tjtw — ''all! ^ 
Otug — <^a ^ 
und 4 analoge fUr die Indicis 1, 2, ; 1, 3. 

Man hätte auch eine Kelation für die Punkte selbst auf- 
stellen können: schreibt man ~ = x, und af,x',x",x"' für 
die 4 Nullpunkte von (42), so gilt: 

sf-x'-w"- X- = 1, 



:if + X' -\- X" + X'" = -^ 



x'" 



Gibt man daher — wie geometrisch auch klar ist — 
2 Punkte auf jeder Doppelgeraden, die nicht vereinigt liegen, 
so sind die 2 andern beatimmt. Kimmt man etwa x", x'" 
als gegeben an, so kommt durch Rechnung 

x"' x"' 

oder 

X X 

Es sind 3;", x' die zu x", x'" in der ersten Involution (mit 
den Doppelpunkten «5 — (^ =; u. s. w.) konjugierten Punkte. 

Ist umgekehrt in E eine Kurve a, = gegeben und 
gefragt, wann dieselbe den Schnitt einer F^ mit S darstelle, 
so kann man die 6 (nur fUr 5 zählenden) Bedingungen bei 
allgemeiner Koordinaten wähl so aussprechen: 
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Ist M^(o =^ das Punktepüar von Kuspidalpunkten auf der 
Doppelgeraden pt, so muss a\,^[) aj = durch die Punkte von 
Kitt = gehen, für i = 1, 2, 3. 

Auf diesem Wege kann man auch die Bedingungen ab- 
leiten, unter denen eine Kurve al* = den Schnitt von 8 
mit einer F^ darstellt. 

Wir können aber auch eine Kurve al = geben und 
eine andere 6^ = so bestimmen, dasa sie mit ersterer den 
Durchschnitt von 8 mit einer F^ bildet. 

Der Schnitt von «„ = mit «g s= gibt das Punkte- 
paar, das durch 

anx\ -\- 2 Ou -\- Xt_Xi -\- a„ a^ = 

bestimmt ist. Die in Bezug auf «i — j^ = konjugierten 
Punkte sind gegeben durch 

«1» a;5 + 2 o„ a:, a^i •+ Ol, a^ = 0. 

Analog auf den andern 2 5p-Seiten. Die 3 Punktepaare 
liegen auf der Kurve: 

o« a.i a;? + 2 «is Om a!, 3!, + rt,, Ob, a^ + 2 a^ o,, x, x» 

+ 2 o,, «1, Xi a;, -f flu «a a1 = 0, 

oder in Tangentialkoordinaten : wo Au ^ Oit a» — (^ u. s. w, : 

J.„ af, «; + 2 .4, a„ a„ M, «, + • - ■ ^„0^1^= 0, 
oder S -4jji au an* m* «a = 0, 

oder S Aik Uao) »ow = 0, 

wo «„(,-) = «((«,, 

Nehmen wir speziell eine Asymptotenlinie, so ist: 

^._. ic! . a^ aj ' 

^x + i '■i /*, + A V, '■' rt. -J- i V, 
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in Punktkoordinaten ist also die Qleichung dieser Kurve: 

d. h.: die Kurve, welche die Asymptotenlinien zu Schnitten 
von F, ergänzen, bilden die reeiproken Polaren der Asymp- 
totenlinien in Bezug auf 

«; ^ mH- m| + «; = bezw. si ^x\ + x\ -\- 3^ = 
und gehen daher sämtlich durch 4 feste Punkte (Cremona, 
Ist. Lomb. 1867). 

§ 10. 

Manche Formen der letzten Pan^aphen können in sehr 
einfacher Weise noch anders geschrieben werden. Da diese 
neue Schreibart vom prinzipiellen Standpunkt aus wichtig ist, 
soll sie hier kurz angeführt werden. 

Die Schaar von Asymptotenlinien 
A, «• + i, «i = 
ist in ihrer Gesamtheit filr S kovariant, gerade so wie das 
System der ebenen Schnitte. Wie wir nun letzteres durch 
eine quaternär-ternäre Form repräsentieren, durch 
Pitt» = 0, können wir die Schaar A,«J+Aj«^ durch 
eine binär-ternäre Form ersetzen, indem wirwjj^ n, «St 
«# = 1» «Si 

-l, wj + -l. w| = -1, "i «A + ^, Oj «* = Oi «^ (44:) 

einfuhren. 

Dann ist aber nicht nur die Form (44) zu S kovariant, 
sondern auch ternäre Kovarianten von (44), d. h. insgesamt 
die Formen: 

aiul; aia'xiaa' asy =blK; Oj oj aj (« «' «")' = '^^ (^5) 
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Kombinanteti der Schaar sind solche temäre Bildungen, 
welche bei linearer Transformation des Parameters l ungeändert 
bleiben, daher (unter anderm) die Invarianten in binärer Be- 
ziehung der 3 obigen Formen (45). Als „erweiterte Kom- 
binanten" wird man diejenigen Formen betrachten, welche die 
binären Variabein noch enthalten, welche also, je nach Anzahl 
der binären Variabein, einfach oder mehrfach unendliche Kurven- 
systeme in kovarianter Beziehung zu S geben. 

Diese Untersuchung kann man insofern zu einem gewissen 
Abschluss bringen, als man das vollständige System der 3 
binären Formen ersten, zweiten, dritten Grads angeben kann. 
Es besteht offenbar aus dem System der 2 Formen zweiten 
und dritten Grads und den Ueberschiebungen der so erhaltenen 
Formen mit der Form ersten Grads. Das volle System der 
Formen bi, Cj? ist nun bekannt, es ist aufgezählt bei Clebsch, 
, binäre Formen' S. 209, und besteht aus 15 Formen. Bildet 
man alle möglichen Ueberschiebungen dieser 15 Formen mit 
üi, so hat man das volle System der 3 Formen a^, W, Cj, wo- 
durch wir binär-ternäre Gebilde, d. h. Kurvensysteme erhalten, 
die in ihrer Gesamtheit zu S kovariant sind, oder auch rein 
binäre oder rein temäre Gebilde. Von den ersteren treten auf: 

ci; J=JJ=(ccO'ücii Q=Q^={cA)ctA; 
ausserdem die Invariante ^ = (<^ <^')'i ''OQ ^^^ ™*i deicht 
beweisen kann, dass sie Oberhaupt die einzige Eombinant- 
Invariante der Schaar, also auch von Ug r, ist, und zwar ist 
sie proportional zu (aa'a")*, wo «' ^Mj, w^' rjr^.. 
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III. Teil. 
§ 11- 

Die Gleichung eines Punktes x von S ist nach Definition: 

Ui al = 0. 
Stellen wir die Bedingung, dass dieser Punkt auf einer 
bestimmten Ebene V liege, ao erhalten wir durch 

eine Kurve auf S, deren Punkte x auf der Ebene V liegen, 
d. h. die Schnittkurve von V mit S. 

So schneidet jede Ebene des Raums in einer solchen Kurve, 
einer Kurve 4. Ordnung mit 3 Doppelpunkten in den Schnitt- 
punkten von V mit den 3 Doppelgeraden von S. 

In unserer Bildebene E bilden die Bilder dieser sämtlichen 
ebenen Schnitte das Fundamentalsystem dritter Stufe Ä"''* von 
Kegelschnitten, das auf die Ebenen des Raumes eindeutig ab- 
gebildet ist. 

Aus demselben wird durch eine lineare Bedingung, die man 
den Ä"*"- Kegelschnitten [Kegelschnitten des Systems S"'*'] 
auferlegt, ein Netz herausgehoben; also beispielsweise durch 
die Bedingung, einen Punkt x zu enthalten, oder allgemeiner, 
zu einer Kurve 2. Klasse konjugiert zu sein. 

Dadurch erhalten wir aber auch für die den ff'*'-K.-Sch. 



zugeordneten Ebenen eine lineare Bedi 
Ebenen des Raums eine 2 fache Manni 
wird, die Gesamtheit der durch ei 
Ebenen. Dieser Punkt hat die Glei 



ngung, wodurch aus den 
igfaltigkeit herausgehoben 
inen Raumpunkt gehenden 

ichung 



Üi oS = 0, (46) 
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wenn mJ = die Klassenkurve ist, zu der die Ä^^^-Kegel- 
schnitte konjugiert sein sollen. 

Damit ist jeder ebenen Kurve 2. Klasse (Cn) ein 
Raunipunkt eindeutig zugeordnet, aber nicht um- 
gekekrt. 

Nach Definition sind ja alle ^*^*- Kegelschnitte apolar zu 
»* = 0, u^:=0, d. h. es ist identisch: 

Uia^ = 0, Uia^^O. (47) 

Den Cjz der Schaar (17, d) entspricht sonach kein 
Raumpunkt. • • 

Femer geht daraus hervor: einer C/; ul -\- Itt^ -\- fiU$^0 
ist der Punkt: 

ÜA< + A C/j aj /* üi a^ = 
oder (wegen 47) Utal^O 

zugeordnet, d. h, allen C'n des Gewebes 

entspricht derselbe ßaumpunkt, 

Ist «ä = speziell ein Punktepaar, Mi-m„, so bekommen 
wir den Punkt i*(»« = 

üj 0,0^ = 
als den räumlichen Repräsentanten dieses als Cjj betrachteten 
Punktepaars. 

Es ist uns nun möglich, anzugeben, in welcher Beziehung 
dieser Punkt P^x^) zu den Punkten ar, y von S steht. 

Betrachten wir einen Kegelschnitt auf S durch die Punkte 
X und y, so ist Mi, + A% = ein beliebiger Punkt desselben, 
mit der Gleichung 

Ui af„+j,) =Uiai-i~2XUAa,ay+X'UAai = 0. (48) 

Es stellt dies hei variierenden X die Farametergleichung 
des durch x und y gehenden Kegelschnittes dar. Aus der 
Form derselben entnehmen wir aber, dass P(ay) der Pol der 



^dbyGoOgle 



— 48 — 

Verbindungslinie oder Bertlhningsseline (a;) — (y) ist. Von 
den Funkten x und y gelangen wir also auf folgende Weise 
zu P(xy): wir legen durch x und y den einzigen möglichen 
Kegelschnitt von <S^ und ziehen die Tangente an denselben in 
X und y\ beide schneiden sich dann in P(sy). Wir wollen 
diesen den «Polarpunkt zu x und y* nennen. Seine Ein- 
führung als ein mit den Punkten auf S im engsten Zusammen- 
hang stehendes Raumelement ist nicht nur vom algebraischen 
Standpunkt aus naheliegend, sondern erweist sich auch geo- 
metrisch als vorteilhaft, um andere Baumgebilde einfach und 
anschaulich zu definieren. 

Geometrisch werden wir jetzt 4 harmonische Punkte ix,y; 
x'ty") als solche definieren, bei denen i*|jj) mit (x') und (y') 
auf einer Geraden liegt, oder P(j-»-) mit (x) und (y). 

i.) üj oi + 2 A, A, Ui o, a, -f- ij ÜA fl J = 
ist der Punkt, der temär durch 

hergestellt ist. Alle Sätze über Punktsysteme auf einer Ge- 
raden gehen daher Ober in die analogen für Kegelschnitte. 
Da durch das ganze Gewebe: 

Ma + A MJ + jU «^ = 

nur der eine Baumpunkt 

repräsentiert wird, so ist also, wenn u. ■ u,- ein Punktepaar 
des Gewebes, 

Va o. o,. = 

stets derselbe Punkt. Alle diese Punkte z, z' liegen auf der 
Kurve 

(e a X)' f« = 0, oder Ma »»j a* = 

der Berührungskurve des Tangentialkegels vom Punkte üj a\ 
^ an S und bilden auf ihr Paare .konjugierter Pole". 
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Der 2 solche konjugierte Pole verbindende Kegelschnitt liegt 
also stets in einer Ebene durch die Spitze des Kegels (in § 7 
wurde das gezeigt l^r den Fall, dass die Spitze auf S liegt). 
Nehmen wir einen Punkt y, und die Punkte auf einen 
Kegelschnitt i> durch ^, ^', so liegen die Polarpunkte P(g_,+i^') 

üi a, a, -|- A üi o, «,' = 

auf der Geraden; 

iAA-XY)a^a;(aa'v) = (i. 

Bewegt sich auch y auf einem Kegelschnitt ic von S 
durch t/ und y', so erhalten wir oo' solche Grerade: 

(ÄA' X Y^a^a^ (a a' v) ■\- /t {Ä Ä' X Y) (a^ a^- + Uj,' aj) (a a' v) 

+ fi* (A A' X Y) a„. o;. (o a' v) = 0. 

Diese bildeq die eine Regelschaar einer Fläche zweiter 
Klasse: eine solche Gerade ist die Verbindungshnie der Punkte: 

f/j üya, -^ fiÜA ag- Ot ^ 

Ua fly a,- -\- iaUa a,' «,• = 0. 

Durch Elimination von fj. findet sich 

Ua Ua- (o, a, a'y oi — a^- a, a'^ a',-) = 

oder Ua Ua- (a a' v) (a a' w) = (i 

als Gleichung der von diesen Geraden beschriebenen Fläche, 
Die zweite Regelschaar bilden natürlich die Geraden, 
welche Orte der Polarpunkte zu einem Punkt auf v und den 
Punkten von u sind. 

§ 12- 
Aus der Form üiOi erhalten wir, wenn wir die sämt- 
lichen Kovarianten eines Kegelschnittes aufstellen, die Formen: 

Ua oi, Ui Vi- (fl a' «)', ÜA Ui- U,~ (a »' o")'. 
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Die beiden ersten haben wir im vorigen Paragraphen be- 
trachtet. Die zweite stellt, Null gesetzt, bei gegebeneai U 
die QleichuDg des Schnittes von 8 mit ü in ,Linienkoordi- 
naten' dar, bei gegebenem « die Ebenengleichung des Kegel- 
schnitts «. Die 3. Form endlich gibt, Kuli gesetzt, die Fläche, 
welche die Ebene U berühren muss, damit sie S in einer 
zerfallenden Kurve schneidet, d. h. 

Ui,= ^^ÜA Ui- Ua'- (a a' «")* = 
ist die Gleichung von S in Ebenenkoordinaten. 
Der Elassenkurve 

ist vermöge der fundamentalen Beziehung der Raumpunkt zu- 
geordnet: 

UiUl^O, ViViUi:{aa'a")'=:0, 

d. h. dieser Kaumpunkt ist der Polarpunkt der Ebene V in 
Bezug auf die Steiner'sche Fläche 0. 

Der Pol der Ebene V in Bezug auf den Kegelschnitt « ist: 
VAUA-{aa'u)' = 0, 
ÜA (a b «)' = 0, 
wo h' = Va ai. 

Die Form dieser Gleichung ergibt unmittelbar den Satz : 
„Die Pole einer Ebene in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte von 8 liegen wieder auf einer Steiner'schen 
Fläche" (Satz von Lie.») 

(Es ist ja für diese Fläche qX/^ Ai(ab «)', also die 
Fläche nach dem Weierstrass'schen Satz eine Steiner'sche.) 

') Citiert im Nekrolog auf Lie von Nöther, Mathem. Ann., 
Bd. 53, gefunden von Könige, Bulletin d. 1. S. M. F., Bd. 16; nach 
Fertigstellung der Arbeit kamen mir noch die in den Fortschritten der 
Mathematik 1898—1900 citierten Arbeiten von Brambilla, del Pezzo, 
Honteaano zu Gesicht. 



^dbyGoogle 



— 51 — 
Es ist die Fonn 

eine Spezialisierung der folgenden: 

wo p» = eine beliebige rationale Raumkurye i. Ordnung 
auf 8, bezw. einen beliebigen £egelscbnitt in der Bildebene JE 
darstellt. 

Diese Form hinwiederum ist eine derjenigen, die sdeh 
uns darbieten, wenn wir die Beziehungen der 8 zu einer 
Baumkurve 4. Ordnung pi ^ auf ihr untersuchen. Es führt 
uns diese Untersuchung zu den Kovarianten von pl und den 
Formen f/j al u. s. w., «^ r, u. s. w. Ein genaueres Ein- 
gehen hierauf ist uns nicht mdglich, nur diejenigen Beziehungen 
geboren hieber, die sich an unsere sonstigen Betrachtungen 
eng anschliessen, und die sich aus der Benützung des durch 
Uial = (i vermittelten „Uebertragungsprincips" ergeben. Das 
folgende zeigt, was wir darunter verstehen. 

Stellen wir die" Bedingung auf, dass der ebene Schnitt 
Ti oj = 
in einer besonderen — projektiven — Beziehung zu pj = 
steht, so erhalten wir für Y Relationen, d. h. Flächen, die 
von den diesen Relationen genügenden Ebenen umhüllt werden. 
Wir Enden diese, indem wir mittels der simultanen In- und 
Kovarianten von al, pi die analytischen Ausdrücke der be- 
treffenden geometrischen Beziehung herstellen, und dann a% 
durch Uji zu JJa al ergänzen. 

Die simultanen Invarianten geben dabei folgende Flächen: 
Ul = Ui Ui- Ui- (a a- a")' ; Uh^üi Ui.- (a «»' ; 

*obei u% = {pp'u)'; E ist natürlich keine Eläcbe. Femer 
wird besonders noch die Form C/^(a^«)' auftreten als simul- 
tane Kovariante. 



^dbyGoOgle 



— 52 — 

Eine besonders wichtige und auch der Betrachtniig leicht 
zugängliche Klasse von Fläehen ergeben die durch eine Form 
der Art 

Vr d = Ui at -pi ^■h-Uiak-pl = ^ (49) 

auf S bezw. E abgebildeten Flächen, welche i. A. Steiner'- 
sche Flächen sind. 

Zu diesen gehört z. B. auch die durch 

Di(«i'M)' = 

gegebene Fläche. Ersetzt man nämlich Ut durch p^pi, so 
kommt : 

Uiülc-pl — ^p'^-Uiül^O. 

Die durch Ur'^i =0 bestimmte Fläche S^i,-, ist auf S (^ jS(rt) 
eindeutig bezogen: wir ordnen entsprechenden Punkten die 
gleichen Koordinaten zu, dann entsprechen sich Punkte mit 
gleichen Koordinaten. 2 solche Punkte liegen stets auf einer 
Geraden durch den Punkt Up = 0. 

Die Abbildung ist ferner ,temär-linear', d. h. ein Kegel- 
schnitt von S bildet sieh ab auf einen Kegelschnitt von S{k), 
allgemein eine beliebige Kurve 2»*" Ordnung in eine solche 
ebenderselben Ordnung. Aber die Abbildung ist nicht ,quater- 
när-linear" : eine ebene Kurve von 5 geht durchaus nicht in 
eine ebene Kurve von S{i,) über u. u. Es ist ja: 
Yp d = Vi al -p^ + Ä ■ Fj a^ -pl. 

Soll nun die Kurve, welche auf S der Kurve Vrel = 
entspricht, eben sein, so muss sie zu u^, u§ apolar sein, es 
muss also sein : ik'^o) 

Fi«j;-i'S = 0, Fi «5-^)3 = 0. 

Dies verlangt, dass entweder ^"^0^ = 0, oder: p^ = Q, 
pS^O; d. h.: ,Die Ebenen durch Up = (i schneiden S 
in Kurven, denen auch auf S^k-, ebene Schnitte ent- 
sprechen; ist ^; = ein ebener Schnitt WaöI « von 
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S, so geht jeder ebene Schnitt wieder in einen solchei 
über." 

Für weitergehende Untersuchungen ist ea wichtig, di' 
Fundamentalkombinante fHr iS^) zu kennen, d. h. die Form 



welche zu einem Kegelschnitt m auf jS|*, [bezw. dessen Bild auf 5} 
den in derselben Ebene liegenden („beigeordneten") ergibt [dessen 
Bild nicht identisch ist mit dem beigeordneten von» auf S^]. 
Die Frage ist im wesentlichen nicht verschieden von der 
nach einer Schaar von Kurven u^, ui, für welche 

Urc^ = 0, Urci=0. 
Wir setzen probierend: 

»;-».«; + /)«; + ,«}; 

es mtisste dann sein: 

i. h. a pX -\- k • a pü -\- k ß p'^ '\' Jc-ypi^O. 

Alle Lösungen setzen sich aus zweien linear zusammen, 
die selbst aber linear unabhängig sein müssen. Man darf 
setzen: 

«; = *?;■< — Qe + i)pi • «; 

ui =k-plu^ — (}(-i- l)pi-u$. 
Die Fundamentalkombinante wird dann: 

«;- »-x = «,.«.(/* >-a;) = (Ä + 1 )' - M ' - M^ »-, 
— k-{k + l)-p;i-u„un{jiXx), 



ul = u^- pi — ui-p^ = {pru)UgP^ gesetzt ist. 
man den unwesentlichen Faktor (k + 1) 

i^ fj = (Ä + l)i'jJ-Mg' Tg — Ä- «„ Ulijulx) 
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Lässt man den unwesentlichen Faktor (Ä + l)-y,T weg, 
so kommt: 

«4 r_ ^ ih -^ 1 ^ 7t- . 3/ ■ r_ — Ir. . 4i «» {tt J 'r^ 

»J"=A»»U"-»). 



Wir werden sogleich Polgerungen aus den Formeln 50 
bis 52 ziehen. Vorher schreiben wir noch die Gleichung von 
8(1:) in Ebenenkoordinaten her: 

UrUrUi-icc'c")' 
^ [j>5]' • Ua Ua- Ua- (a a' o")' + 3 Ä jjj; - Ua a^ ■ Ua Ua- {aa'p)' 
+ /:'(3 + *)[Er^oAJ' = 0. (53) 

§ 13. 
Setzen wir pi ^ Va «i, so wird «l ee 0, u' >a ^ «e ^*; 
ferner: Up = Ua «A wird Üa Va- Va- (o a' «")' ; 
iJJE : = Fi ^ Fx r^. F^" (o a' a")'. 

Die Lie'sche Fläche zu V wird also (s. S. 52) gegeben 
durch : 

Ua Va- Va- (« «' o")" ■ Ki- ai" ' - i Fi • (7^ ai = 0. (54) 

Ihre Gleichung in Ebenenkoordinaten wird (a. 53): 
[* = - 3] 

Fi - Pi- — 9 VI Ut ■ Fi- F*. = 0. 

Man sieht: ist V Tangentialebene an S, so erhalten wir 
keine eigentliche Lie'sche Fläche: bezw. es zerfällt dieselbe 
in die erste und zweite Polare von F in Bezug auf S. 

Da M^-f.^Mjr«, sind beide Flächen nicht nur eindeutig, 
sondern auch projektiv auf einander bezogen: liegen 4 Punkte 
von S in einer Ebene, so liegen die entsprechenden von X(,) 
auch auf einer ßbene. Da ferner entsprechende Punkte auf 
einer Geraden durch Up^UaVa-Va- {aa' a")' = liegen, 
sind beide Flächen perspektiv auf einander bezogen. Alle 
Singularitäten der Lie'schen Fläche entstehen durch Pro- 
jektion (von Fi U^ = 0) aus denen der Fundamentalfläche 
u. s. w. 

Die Operation nun, durch welche wir aus der Fundamental- 
fläche die Lie'sche Fläche erhielten, lässt sieh wieder auf diese 
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anwenden; wir erhalten dadurch die zweite, dritte . . . Lie*- 
sche Fläche zu 8, die wir durch Xj^, L^ ■ • • unteRacbeiden 
wollen. 

Die Gleichung (54) lautete; 

wo u,~UArj.rj..(aa'a'y = rtUt, 

also Fr -*._r^K,.K,.. (»»•»")■. 

Die Gleichung der Fläche ßU war 

Es wird also: 

ri, — *. = «; — 9 *; — — 8 «; 

3 üi,—3«.- W — 9 *.• ra— 18 (jr,)' 

0,,— — 8*.0>. 
Also die Parameterdaistellung von i[^ 
Ur, e], - Vr, ei. ■ Cp, — i *, ■ Ur, c!. 

= J «, . Vj oj ■ (— 8 *, ■ 17,) — 4 (— 8 <5;) (F"j oj P", 
-JlP.KioJ) 

= -i^:rj<'i-u,-i0;.UAiii 

oder, läsBt man den unwesentlichen Faktor weg: § 0', so kommt : 
Ur, c;„ = VAa%Up+l0,- Ua ai. (55) 

Der Vergleich von (55) mit (54) lässt erkennen, dass 
tVa c'^ aus ür, c", hervorgeht, indem man Ä, = — 3 ersetzt 
durch Ä, '^ + 3. Es ist auch sehr leicht, ohne weitere Rech- 
nung allgemein anzugeben, wie i'^.t" aus ZW hervoi^eht. 

Wir nehmen an, es sei Ur„Cm^ auf die Form gebracht: 
Ur„ c^., = Va ai Pp -f- ^ <P, Ua ai ; (56) 

Es ist dann ferner nach Definition: 

'^^n + l''(«+l)« = ^^« <=">;■ f^fm — 5' *" ' ^''m *^"a- 
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■ Aus (56) folgl: Fr, cj, — Vj al r, + ^ 0, Va ol 
=» -- ^„ Va al. Ferner muss TJp sich aus4Jrücketi durch 
Up mal einem F&ktor: 

tr,_- Ue-M 

r,. — *. — r, ■ Jf = *. .Jf, 
also: 

^''■-+1 «i-+i).=-''^ ■*.•''•<«'■■ c"—i-»f- ip.-c^«; ■ffl■ 
= M<t,{-*- VahS- Up-iVA«!- U, 

-k*.fAai\ 
oder auch: 

f^r,„+„«c; + i,. = V^ «; Ff - ,-J:p-, 0^ Ua al. (57) 

Wenn also i« = «, so ist ft„+i = — (2n + 3) = — (2ft« + 3). 
Es ist Ä, = — 3; ifc, = — ( — 6 + 3) = + 3; wir setzen daher, 
da ofTenbar alle km durch 3 teilbar sind: &« = 3£„, dann 
wird 

£-.+, = - (2 Ä. + 1). 

Um £'«4-1 independent darzustellen, schreibt man die 
Zahlen K„ der Reihe nach hin: 
Ä, = — 1 
I, •= — 2jr, — 1 
Ä,— + 2-2Ä, -I-2-1 — 1 
ij = — 2-2-2-ff, — 2-2+2.1 — 1, 
offenbar : 

£.+ 1 - (- !)■ ■ 2- • JT, + (- 1 + 2 . 1 - 2' . 1 + 2' ■ 1 ■ - 
+ (-!)-• 2—) 

_(-l,-.2.£,^l^t^- 

= (- 2)- ■ K, + fc^„^^-^^ - (- 2)- • (iT, + i) - J. 
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Da K, = — ^ 1, kommt weiter: 
Ä.+. --»•(- 2)- - ä = + 4 XC- 2)-+' + 1). 

also: 

£-.+ ,=i(l+(-2)-+') 

t-l+{-2)-. 

Indem wir die ursprüngliche Definition der Lie'schen 
Flächen beiseite lassen und duf die durch die Formeln 

Urci = it« Kl aj Z7j. + 0, Ua ai 
gegebene aufrecht erhalten, können wir auch Lie'sche Flächen 
zu beliebigem Index x definieren und darstellen mittels: 

*- = ! + (- 2)-. 
Natürlich: wir sahen ja, dass die Lie'schen Flächen aus- 
einander durch Eollineationen hervorgehen. Dass man aber 
die wiederholte Anwendung derselben in der vorstehenden 
Weise erweitern kann, ist bekannt.*) 

§ 14. 

Ist die Kurve pi = Q eine allgemeine Baumkurve 4. Ord- 
nung zweiter Spezies auf S, so liefern uns die Formeln des 
§ 13 die Möglichkeit, ihre Eigenschaften bezüglich ihrer Lage 
zu den Kurven auf S zu diskutieren. 

Vor weiteren Untersuchungen wird man sich die Frage 
vorlegen, wie denn geometrisch der Punkt 

tr^ 0.4 = 
mit MjJ = bezw, pi ^ auf S zusammenhängt. 

Sei p ein beliebiger Punkt auf S. Es gehen durch y 
2 Kegelschnitte, welche pi = berühren, in den Punkten e 
und t Dann ist: 

O Mi ™ «J + » Mj Mf 

a IIa aX '= Ua a^ -\- K Ua a Ht. 

') 8. Clebsch-Lindemann I, S. 995 ff. 
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Der Punkt Up= liegt also auf einer Cteraden mit 
IfACig = und dem Polarpunkt zu e, t. Wir können 
daher sagen: 

.Kehmen wir auf S einen beliebigen Punkty, von 
dem aus 2 Kegelschnitte tangierend an pi = gelegt 
werden können, mit den Berührungspunkten g und t, 
so liegt y mit dem Polarpunkt zu s, t auf einer Ge- 
raden, die stets durch denselben Punkt (7^ ai = 
geht, wie auch y gewählt sein mag.' 

Anschaulicher ist vielleicht folgende Definition: .nehmen 
wir zu M^ = eine beliebige Asymptotenkurve hinzu, 
so haben beide 4 berührende Kegelschnitte gemein- 
sam, die sich in 6 Punkten schneiden. Die Tangential- 
ebenen in diesen 6 Funkten schneiden sich alle und 
stets, welche Haupttangentenkurve auch benützt 
wurde, in einem Punkt, eben dem Punkt Up^Ua 
0^ = 0." 

Da Ua a^ ^ 0, Ua aä ^ 0, so liefert die erstere Definition 
für Haupttangentenkurven den Satz : 

I;egt man von einem Punkt y an eine Haupttangenten- 
kurve die 2 möglichen Berührungskegelschnitte, so ist der 
Polarpunkt der BerUhrpunkte mit y identisch. 

In ähnlicher Weise kann man die Fläche 

Ua UA-(aa'py = 

definieren als die Fläche zweiter Klasse, die gewisse oo' ab- 
wickelbare Flächen enthält; man kann ja setzen (auf cc* Arten) 

pi =vi-{- Xu,Wj 

Ua Ua- (« a' p)' = Ua Ua- (a o' «)* -\-XUa Ua- (o o' «) (« a' w). 

Die abwickelbaren Flächen der Ebenen, die der ,Polar- 
fiache zu «, w" und dem Kegelschnitt v gemeinsam sind, be- 
rühren auch Un ^ 0. 

Von den Steiner'schen Flächen nun, die man auf die 
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in § 13 gezeigte Weise aus p^ =0 ableitet, ist die wichtigste 
die folgendermassen in Pararaeterform gegebene: 
Urci^ÜA axp.^ — UA^aP^ = 
(alao J =■ — 1). 

Das System der apolaren Elassenkurven besteht er- 
sichtlich aus: 

«• = 0, m/^u5j)S — u5i'J = 0; 
die durch f/yCj=0 dai^estellte S' enthält pi=0 (auf S) 
und Vj' cl ist stets zu {pp' u)* he:^ «^5 = apolar, d, h. pä = 
ist Asymptotenlinie auf S'. 

Die gegenseitigen Beziehungen von S' und pl sind dem- 
nach dieselben, wie die von S und einer beliebigen Asymp- 
totenlinie auf ihr. 

Nun hat eine Raumkurve 4. Ordnung 2. Spezies 4 Wende- 
berührebenen, *) die in 4 konsekutiven Punkten schneiden: es 
sind dies für eine Asymptotenlinie Ton S die 4 singulären 
Tangentialebenen, da ja in einem Bertlhrpunkt mit einem 
Doppelliegelschnitt in der That 4 konsekutive Punkte der 
Äaymptotenlinien vereinigt sind. Die Doppel geraden von jS 
sind diejenigen 3 Sehnen, welche zugleich in den Schraiegungs- 
ebenen ihrer Schnittpunkte mit der Asymptotenlinie liegen. 

S ist Ort der Ebenen, welche die Asymptoten- 
linie in 4 harmonischen Punkten treffen, also 
auch speziell der Schmiegungsebenen von der Asymptoten- 
linie. Nämlich: in der Bildebene E ist der Schnitt einer 
Tangentialebene von S gegeben durch 2 Gerade, die zu den 
Kegelschnitten der Schaar (ij, &) konjugiert sind, alao 4 har- 
monische Punkte aus jedem solchen Kegelschnitt ausschneiden. 

Der Ort der Ebenen, welche die Asymptoten- 
kurve A, M^ -\- X^u^= 0, Ol mS = bezw. b/ 6j ^ in vier 
äqui-nnharmonischen Punkten schneiden, ist: 
il ÜA Ua' (a a' 6)' = 0. 

1) g. für das folgende insbee. Armenaate, Battagl. Giomale t- 11, 12. 
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Wenn nämlich die 2 simultanen Invarianten al,(a a', a a*)* 
von ai,(aa'x)' verschwinden, ist das Doppelverhältnis auf 
beiden [Kegelschnitten in E] Kurven äqui-anharmonisch. 

Diese Fläche zweiter Klasse ist auch diejenige, 
auf der die dreifachen Sekanten der Asymptotenlinie 
(A) liegen, die einzige Fläche zweiter Ordnung und 
Klasse, welche die ganze Asymptotenlinie enthält. 
Diese Flächen zweiter Ordnung, welche also je eine Asymp- 
totenkurve enthalten, bilden ein einfach unendliches System 
durch i feste Punkte auf S. Jede solche Fläche schneidet 
ausser in der betrefTenden Haupttangentenkurve X noch in 
einer ßaumkurve 4. Ordnung 2. Spezies (s. S. 43 ff.) 

Diese gehen aber alle, als reciprok zu der Schaar der 
Asymptotenkurve (s. a. a. 0.) durch 4 feste Punkte, demnach 
auch die oben erwähnten F^. 
Die Flächen zweiter Klasse: 

bf UAUA'iaa'b)' = 
haben eine Enveloppe: 

(b b')' Ua Ua- Ua- Ua- (a a' h)' (a" a'" b')' = 0, 
auf die wir im nächsten Paragraphen noch einmal stossen werden. 
Unter den dreifachen Sekanten einer Asymptotenlinie (X) 
sind 4 Tangenten, welche also die Asymptotenliuie noch einmal 
treffen. Wie man geometrisch ohne Schwierigkeiten beweist, 
bilden sich die Schnittpunkte der dreifachen Sekanten ab (in 
der Bildebene E) in die Ecken der der Kurve 

öl Ma = bezw. blhl = 
einbeschriebenen Polardreieeke der zu (A) konjugierten Schaar- 
kurve : 

Q^ «^ = bezw. b^ 6; ^ 0, 

wo also sein muss: 

bl 0^ &; = oder a^ a'i ü^ (a a' a")* = oder cj c^ = 0. 
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Die Schnittpunkte von (X) und (/t) geben ' dann offenbar 
Tangenten als dreifache Sekanten. 

Mit der vorstehend gekennzeichneten Bedeutung von 
cj c^ 3= ist es nun leicht, die binäre Form c^ in ihrer Be- 
deutung für S zu diskutieren, cf := gibt die Äsymptoten- 
linien, welche zu sich konjugiert sind, ako zerfallen. Soll das 
Doppelverhältnis der 4 Punkte, in denen die singulären Tan- 
genten (die nochmals schneiden) berühren, äqui-anharmonisch 
sein, so muss sein: 

cj c^ = 0, c^ cji = 0, 

woraus durch Elimination fUr X und ft sich ergibt: 

Af, bezw. J/ ^ (c c')' c^ c^ bezw. (c c*)' Ci d = 0. 

Die durch diese Gleichung bestimmten 2 Asymptotenlinien 
sind sich also wechselseitig zugeordnet. 

Auch wenn wir nach dem Doppelverhältnis der 4 Wende- 
herUhrpunkte auf einer Asymptotenlinie fragen, erhalten wir 
durch die vorgenannten die ,äqui-anhannonischen* Äsymp- 
totenlinien. Allgemein, ist dies Doppelverhältnis gegeben durch 
s, so ist X bestimmt durch (s. S. 45): 

2-(l— 5 + s')' 



(?> (14-s)*(2-s)»(l-as)^ 



,■•) 



Wir sehen daraus, dass für die durch Q ^0 bestimmten 
Asymptotenlinien die 4 Wendeberührpunkte (die Berührpunkte 
mit Aj = auf S) harmonisch sind, d, h. auf einer Ebene 
liegen. [Es sind dies auch die 3 Aaymptotenlinien mit wirk- 
lichen Doppelpunkten; man findet dies, wenn man das Doppel- 
verhältnis der Schnittpunkte von X mit einer Seite des gemein- 
samen BPolardreiecks' der Schaar aufsucht und die Bedingung 
aufstellt, dasg die 2 Schnittpunkte harmonisch liegen zu dem 
Punktepaar der betreffenden Seite.] 

Das, was wir jetzt über die Äsymptotenlinien gesagt 
haben, kOnnen wir nun unmittelbar übertragen auf eine be- 

') B. Gundelfinger, Zeitschrift für Mathematik a. Physik, Bd. 36. 
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Uebige RanmkurTe i. Ordoung 2. Spezies pj = auf 8: das 
ausgezeichnete Tangentenrierseit in der Abbildung wird ge- 
geben durch die gemeinsamen Tangenten von pl bezw. 
{pp' u)'^u^, und ui^u^pi — «5^5 (s. S. 53). Die Berühr- 
punkte auf Mjj = geben die 4 Wendeberührpunkte u. s. w. 
Die Fläche 2. Ordnung, welche pi =0 enthält, ist in Ebenen- 
koordinaten gegeben durch: 

U!i^p'„ Ua Ua- (aa'p)'—[UA a^V = 0. 

Die Steiner'sche Fläche, deren Tangentialebenen ^1 = 
in 4 harmonischen Punkten treffen, ist: 

Ui ^ Ur Ur Ur- (c C c)' = 0, {p')' Ua Ua- Ua- {a a' «")' 

— dpX -Uiai- Ui Ua- Ua- (aa'p)' + 2 [Ua oA]' = 0, 

welche aus (53) för k = — 1 entsteht. Beide Flächen er- 
halten wir als Spezialfälle, wenn wir die Flächen aufsuchen, 
deren Tangentialebenen pi nach gegebenem Doppelverhältnis 
schneiden. Umgekehrt sind alle diese Flächen von der Form 

(Uir-if(,Uiy = o, 

WO k in bekannter Weise vom Doppel Verhältnis abhängt. 

§ 15. 

Für die Betrachtung der Kovarianten von U^ bietet 
unsere Parameterdarstellung im Allgemeinen natürlich keine 
wesentliche Erleichterung: im Allgemeinen; in speziellen Fällen 
aber ist sie doch geeignet, wichtige Sätze analytisch erkennen 
zu lassen. So werden wir sogleich zeigen, dass die Hesse'sche 
Fläche von ZJ^ = 0, also von unserer Steiner'schen Fläche 
als Fläche dritter Klasse, identisch ist mit 

(b b'Y Ua Ui- Ua- Ua- {a a' h)' {a" «'" J')' = 0, 

die wir im vorigen Paragraphen fanden. 
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Es soll die erste Polare von V in Bezug auf Ü"| = 

zerfallen, also 

UAUA'rA-iaa-a"y = 

eine Fläche zweiter Klasse, einen Kegekchnitt darstellen. 
Dann muss es eine Ebene W geben (die Ebene dieses Kegel- 
schnittes) von der Eigenschaft, dass 

UAWA'VA-(aa'a"y = 

fdr jeden Wert von U. Dies ist nur dann und stets dann 
der Fall, wenn Wa Va- (« »' «)' = eine Asymptoteulinie ist. 
Wir können aber auch sagen: es muss YaO-I eine Kurve sein, 
die apolar ist zum System 

Wa UA-(aa'uy = 0. 

Die zu diesem System apolaren Kurven bilden ein Büschel, 
das wir nach früherem leicht angeben können: sie sind reciprok 
zur Schaar Oi mÖ = oder (i;, Ö) in Bezug auf Wa d == 0, 

also: 

ai Wa Wa- aa K «4, «i = oder o^ Wa Wa- (a a' ax)' = 0, 

da Qi Wa at ^ 0. Soll nun Va aj eine Kurve X dieses Büschels 
sein, so muss auch umgekehrt die Kurve X dieses BOschels 
dem System 

UAal = (i 
angehören, also zu Uiuä^O apolar sein, es muss sein: 

o; oji Wa Wa- (« a' cTa')' = o', Qa Wa Wa- (a a' aa')' = 0, 
oder: 

bj b, Wa Wa- {a a' b)' = hi, Wa Wa- {a a' b)' = 0. 

Dass dies möglich sei, erfordert aber, dass die Determi- 
nante dieser 2 Gleichungen für ^ verschwinde, also muss sein: 

Q) by Wa Wa- (o a' b)' Wa- Wa- (a" a"' b')' = 0. 

Damit ist die Fläche bestimmt, welche umhüllt wird von 
den Ebenen der Kegelschnitte, welche zerfallende erste Polaren 
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sind; dieselbe ist natflrlicb, wie aus der Symmetrie der Be- 
diogungsgleichuDg : 

für V und W folgt, identisch mit der Fläclie der V, der 
Hesae'sclien Fläche von I7i=0. 

Damit schliessen wir die Betrachtung der Form Ua^x 
ab, und damit auch der Hauptsache nach unsere Unter- 
suchungen. Wir werden nur noch kurz zeigen, wie die der 
Form Ua aj ähnlichen Eovarianten derselben in ganz analoger 
Weise dazu dienen, die Steiner'sche Fläche als Tangenten- 
und als Tangentialgebilde zu definieren, bezw. auf die Bild- 
ebene abzubilden. 

§ 16. 

Als Spezialfall der 2 Punkte x und y von S verbindenden 
Geraden 

{Ä A' X Y) («« ffly -f- % a«) (aa' xy)^0 
erscheint die Tangente im Punkte x, welche den durch x 
gehenden Kegelschnitt u berührt: 

{AA'XT)aj,(üi (a a'u) = (wobei «, = 0). 

Fällt die Bedingung m« ^ weg, so ist uns auch dann 
noch die geometrische Bedeutung dieses Ausdrucks bekannt: 
es ist dann die Gleichung der Geraden, auf der die Polar- 
punkte zu X und den Punkten von u liegen, der , Polargeraden 
G {x, m) von X mit m. " 

Für die weitere Diskussion der obigen Form wird man 
besser die mit ihr als äquivalent definierte benutzen: 

{SrXY)blUß = 0. 

Gibt man X und Y, so erhalten wir in E bezw. auf S 
einen Konnex (2, 1) von folgender Bedeutung: x, u sind ein 
Konnexelement, wenn die Polargerade von x mit «, G (x, u) 
die Gerade (X Y) schneidet. Die Hauptkoincidenz dieses 
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Konnexes gibt die Elemente x u, (Uj = 0), deren Tangenten 
(X Y) scbneiden. 

Jeder Geraden (X Y) entspricht ein solcher Konnex, den 
Geraden des Raums also ein System von 6 linear unabhängigen 
Konnexen. Es wird also 12 apolare Konnexe (1, 2) geben, 
und es ist leicht, dieselben anzugeben : ist nämlich y, ^, ein Paar 
von Kuspidalp unkten auf derselben Doppelgeraden, so ist nach 
Definition, da y, j/, zur Schaar (ij, &) gehören, 

IIa ctg af, ^ 0. 

Ist X ein beliebiger Funkt, so muss die Form identisch 
Null sein: 

(A A' XY)ag o,, a; «; = 
oder (AA'XTjagO;, (a a", y, x) ^ 0. 

Dies ist äquivalent mit 2 KuU-Iden ti täten ; da es 6 Kuspi- 
dalpunkte gibt, so folgt: 

„Das System der 12 zum System (BB'X r)6j«fl = apo- 
laren Konnexe wird konstituiert durch die Konnexe 

M» ■ f« = 0, (wobei Vg, = 0) 

wo y ein Kuspidalpunkt, y, der auf derselben Doppelgeraden 
gelegene. " 

Stellt man dann die Bedingung auf, dass 6 Gerade G 
(x, u) einem linearen Komplex angehören, so kann man die- 
selbe mittels des Begriff der konjugierten Konnexe in den 
Koeffizienten (t/, v) bezw. r, q ausdrücken. 

Nachdem wir den Konnex (1, 2) schon im Anfang der , 
Arbeit behandelt haben, können wir ohne weiteres folgendes 
aussagen:') 

') Ea niusB hier bemerkt werden, dass ein solcher Eonnes (2, 1) 
genau 90 entstanden iat, wie UgTa, uämticb durch den OProi«aa ana 

einer Determinante {A A' X Y) \ ' ,* , bo dass auch dieaelben Re- 
lationen unter den EoefSzieuten gelten. 
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Ist {X Y) gegeben, so ist durch: 

(B r X TiiB- r X T)(bb' uyußUß. = 

auf 8 das Produkt der 4 Schnittpunkte von X Y mit S ge- 
geben, durch: 
(BrXY) (B' r- X Y) (B" r" X Z) (6 6' ft'O* Uß Uß- Uß- = 

das Produkt der Berührpunkte der 3 Tangenten von X Y 
an S. 

Damit von den 4 Schnittpunkten 2 zusammenfallen, muss 
die — einzige — Invariante des obigen Konnexes (2, I) ver- 
schwinden. Dieselbe stellt aber die Diskrimiiiaute der Kurve dar: 

(BrX Y)(BT'XY) bß. bßb,K = 0, 

die der Kui-ve «Ö beim Konnex mJ r^ ^ analog ist. Die 
Gleichung der Steiner'schen Fläche in Linienkoordinaten ist 
demnach: 

{BrXY){BT'XT) {B" F" X Y) {B"' T'" X Y) 

{B(« r") X F) (B(« rti> X Y) 

bß. bß bß... bß.: JW , 6(« , (b b" 6H)) (6' I,'" 6<») = 

und es ist dies zugleich die einzige Kovariante der Steiner'- 
schen Fläche, welche blos Linienkoordinatea (X T} enthält. 

§17. 

Durch 3 Punkte Ua al = 0, Ua a'y = 0, f^i c.* = ist 
eine Ebene bestimmt, die speziell zur Tangentialebene wird, 
wenn x, y, s unendlich nahe oder auf einem Kegelschnitt (in 
endlicher oder unendlich kleiner Entfernung) liegen. Diesen 
beiden Fällen entsprechend wird S als Umbüllungsgebilde von ' 
Tangentialebenen sowohl durch 

{A A- A" X) a^ a^ a^ = Mxmi = 0, 
wie durch 

(A A' A" X) (a a' u) (a' a" u) (a a" u) = iV"^ «J = 
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defiEiert. Beide Formen zeigen zunächst wieder, dass S von 
der dritten Klasse ist. 

Die Kuryen Jf,»wi = gehen alle durch die Kuspidal- 
punkte auf S. 2 Kurven Mj^ t»J = 0, Mj nix '= haben also 
'A Punkte, d. h. die Tangen tialkegel aus X und Y, deren 
Berührungskurven jene sind, 3 Tangentialebenen gemeinsam. 

Je 2 Klassenkurven in E Nsu! =0, N^u'^O haben 
(ausser den 3 Doppelgeraden, die sie stets berühren) 6 Tan- 
genten gemeinsam, die sich in 3 Paare beigeordneter Geraden 
ordnen. Auf S gibt das 3 Tangentialebenen, welche den 
2 Tangentialkegeln gemeinsam sind. 

Die abwickelbare Fläche längs eines Kegelschnitts der 
Fläche ist von der 3. Ordnung: sie ist in Parameterdarstellung 
für den Kegelschnitt u durch x und y: 

Mxmi + 3 l Mxmi mg + S X' Mxm^m'g + X' Msmi = 0. 

Man sieht: Msm} my= ist eine Ebene durch a;, welche 
die Tangente in x an (arj/) enthält. Ausserdem schliesst man 
aus der Form der Parameterdarstellung, dass Jfj mj m^ durch 
den Punkt der Rückkehrkante geht, der auf der Tangential- 
ebene von y liegt, 

Aus dieser Definition schon erkennt man, dass sich eben 
alle diese Formeln viel einfacher und anschaulicher deuten 
lassen an der Fläche, welche zur Steiner'schen reciprok ist. 

Dagegen stellen die — Kombi nant — Invarianten der 
ternären Formen Mx mi =0, Nxui ^0 als quatemäre Ge- 
bilde gerade sehr wichtige Ko Varianten von S in Punkt- 
koordinaten dar. 

Nach Qundelfinger, Ci'elle 80 (oder auch Gerbaldi, 
Atti di Torino, Bd. 25) kann man alle Kern bin au t-Invaiian- 
ten von 3 Kegelschnitten durch 2 solche darstellen, eine vom 
2. und eine vom 4. Grad. 

Erstere Hefert die Fläche 2. Ordnung: 
Ms Ns m; = 0, 
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Letztere kann beliebig unter den Invarianten i. Grads 
gewählt werden: die Resultante der 3 Kegelschnitte, d. h. die 
Bedingung, dass 3 Ebenen durch X einen Punkt x auf S ge- 
meinsam haben, wird gegeben durch: 

■Mjf M'x Mz Mx (m m' m") (m m' m'") (m m" m'") (»»' m" m'") 
— Mx Mx M'x Nx (ttt »*' m")* »w> m, m; = 0. 
Letzteres ist sonach die Gleichung von S in Punkt- 
koordinaten. Um zu erkennen, was die Fläche 2. Ordnung 
fUr eine Bedeutung hat, suchen wir ihren Schnitt mit S, 
welcher die Kurve gibt: 

Mi Ni- mi ai a^' = 0. 
Diese Kurve entsteht, wenn vrir die Bedingung aufstellen, 
dass 

Ma ml ai =0, Niu; o,* = 0, 

bezw. (g X yY r^ ^0, «« • Mg *"« ^ 

als Kurve in y und u zu einander konjugiert sind, bezw. 

a» 

wenn wir den Prozess Z -r — - — 3 mal anwenden. Dadurch 
3«, 3y, 

bekommen wir aber, bis auf eine numerische Konstante 
Ai ^ (e q' x)' Tx r't = 0. 
Damit ist also die Flache 

M„Nxmi==0 
als diejenige erkannt, welche durch die 4 singulären 
Kegelschnitte von S geht. (Cremona.) 

Die Gleichung von S lässt sich unsymbolisch noch in einer 
Form geben, die für manche Untersuchungen praktisch ist.') 
Eliminiert man o, x\x^x^ . . . aus folgenden 7 Gleichungen: 
öX( = Äial i = 1,2, 3,4, 
= Mx mlm^ a; = 1 , 2, 3, 

') Auch gegeben von Rosanee (nachBrill) im 6. Bd. der Mathem. 

Annalen. 
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X^ A^ flj, 

Mx »»,1 
Mxm., 






Jtfzm 

als Gleichung von S. Wir bemerken dazu, dass nach S. 6 
für jeden Wert von y 

Ma ml tttg üg e:^ 0, 
dass daher, wenn X, wie die ersten 4 Gleichungen ver- 
langen, der Punkt x von S, M^ml tn^^O sein muss. 
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